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PROLOGO 


En el presente libro, los problemas y ejercicios de análisis 
matemático se han escogido de acuerdo con el programa máximo 
del curso general de matemáticas superiores que se estudia en los 
centros de enseñanza técnica superior. Contiene más de 3000 
problemas sistematizados en capítulos (I—X) y abarca la totali- 
dad de las partes que constituyen el curso de matemáticas superiores 
de los mencionados centros de enseñanza (excepto la geometría 
analítica). Se ha prestado especial atención a las partes que, por 
ser más importantes, requieren una mayor práctica (determinación 
de límites, técnica de diferenciación, construcción de las gráficas 
de las funciones, técnica de integración, aplicación de las inte- 
grales definidas, series y resolución de ocuaciones diferenciales). 

Teniendo en cuenta que en algunos centros de ensoñanza 
superior se explican capítulos suplementarios al curso de mate- 
máticas, los autores han incluido problemas de teoría de los campos, 
del método de Fourier y de cáleulos aproximados. La práctica 
pedagógica demuestra que el número de problemas que se ofrecen, 
no sólo es más que suficiente para cubrir las necesidades de los 
estudiantes para reforzar prácticamente el conocimiento de los 
capítulos correspondientes, sino que también da al profesor la 
posibilidad de hacer una selección variada de los problemas dentro 
de los límites de cada capítulo y de elegir los necesarios para 
las tareas de resumen y los trabajos de control. 

Al principio de cada capítulo se da una breve introducción 
teórica y las definiciones y fórmulas más importantes relativas 
a la parte correspondiente del curso. Al mismo tiempo se ofrecen 
ejemplos de resolución de los problemas típicos más interesantes. 





6 Prólogo 


Con ello creemos haber facilitado a los ostudiantes el empleo de 
este manual de problemas al realizar sus trabajos individuales. 

Se dan las soluciones de todos los problemas de cálculo. En 
las soluciones de aquellos problemas que van marcados con un 
astorisco (+), o con dos (+=), se incluyen breves indicaciones para 
su resolución o resoluciones. Parte de los problemas se ilustran 
con figuras para hacerlos más comprensibies. 

Este manual de problemas es el resultado de largos años de 
enseñanza de la disciplina, por parte do los autores, en los centros 
de enseñanza técnica de la Unión Soviética. En él, además de 
problemas y ejercicios originales, se han recogido numerosos 
problemas cuyo conocimiento es genoral. 


Capítulo I 
INTRODUCCION AL ANALISIS 


$ 1. Concepto de función 


1%, Números reales. Los números racionales e irracionales se 
denominan númoros reales. Por valor absoluto de un número real a se entien- 
de un número no negativo |a|, determinado por las condiciones: |a|=a, 
siaz0yfa]=—a, si 2<0. Para dos números reales cualesquiera a y b 
so vorifica la desigualdad 


la+b|<laJ4 101 


2%, Definición de la función. Sia cada uno do los valores *) 
que puede tomar una magnitud variable z, porteneciente a un determinado 
conjunto E, corrospondo un valor único, finito y determinado de la mag- 
nitud y, esta magnitud y recibe el nombre de función (uniformo) de x, 
o de variable dependiente determinada on el conjunto E; x se llama argumento 
o variable independiente. El hecho do que y sea función de « so expresa 
abreviadamento por medio de las notuciones: y=f(x) o y=P (2), eto. 

Si a cada uno de los valoros que pueda tomar zx, portencciente a un 
doterminado conjunto Z, corresponden uno o varios valores do la magnitud 
variablo y, esta magnitud y so llama función multiforme de x, determinada 
en el conjunto Z. En lo sucesivo, con la palabra «función» designaremos 
únicamente las funciones uniformes, siempre que de forma explícita no 
se prevenga lo contrario. 

3% Campo de existencia do la función. El conjunto de 
valores de x, que determinan la función dada, se lama campo de existencia 
o campo de definición de la función. 

En los casos más elementales, el campo de existencia de las funciones 
representa: o un segmento [a, b), os decir, un conjunto de números reales x, 
que satisfacen a las desigualdades a <z<b; o un intervalo (a, b), es decir, 
un conjunto de números reales z, que satisfacen a las desigualdades a <x <b. 
Pero la estructura del campo de existencia de las funciones puede ser aún 
más compleja (véase, por ej., el problema 21). 





Ejemplo 41. Determinar el campo de existencia de la función 





Solución. La función estará dofinida si 
2-1>0, 


es decir, si |=|>1. De esta forma, el campo de oxistencia de la función 
ropresenta un conjunto de dos intervalos: —o<x<X—1 y 1<1< +00, 


*) En adelanto, todos los valores de las magnitudos que se oxaminen se 
supondrán reales, siempre que de manera explícita no se indique lo contrario. 
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4%. Funciones invorsas. Si la ecuación y=f (1) admite solución 
única respecto a la variablo z, es decir, si existe una función z=g (y) 
tal, que y =f1g(v)], la función z=g (y), o siguiendo las notaciones usuales 
8 (2), se llama inversa con relación a y=f (zx). Es evidente que q [f (2)] = 
, es decir, que las funciones f(x) y g(x) son reciprocamente inversas, 
En el caso general, la ecuación y=f(x) determinará una función mul- 
tiforme inversa 2=/"1 (y) tal, que y =¿ ($1 (y) para todas las y, que sean 
valores de la función f(z). 

Ejemplo 2. Determinar la inversa de la función 





y=1-2, wm 
Solución. Resolviendo la ecuación (1) respecto a x, tendremos: 
2=1—y 
y 
- HN” 
z HC (2 


Es ovidonte que el campo do definición de la función (2) será: 


—o<y<i. Ñ se 

5% Funciones compuestas o opio tas, La función y de 
z, dada por una cadona de igualdades y=f (u), donde u=p (x), etc., se llama 
compuesta O función de función. 

La función dada por una ecuación que no está resuelta con respecto 
a la variable dependiente, recibe el nombro de implícita, Por ejemplo, 
la ocuación 22-+-y9=14 determina ay como función implícita de z, 

6%, Representación gráfica de las funciones. El con- 
junto de puntos (z, y) de un plano XOY, cuyas coordenadas estén rolacionadas 
entre sí por la ecuación y=f(x), se denomina gráfica do dicha función. 


1**, Demostrar, que si a y b son números reales 
la] —[bll<la—b/</a]+1D1. 
2. Demostrar las siguientes igualdades: 
9) labl=1a110k 0) |5|=l3l (00) 
b) Jal?=a%; d Vé=/a). 


3. Resolver las inecuaciones: 
a) |2—1j|<3; 0) |[224+1|<1; 
b) [2+4]>2; d) [2-1|<|2+1]. 


4, Hallar f(—4), F(0), F(1), $(2), (3) y 1(4), si f (2) =*— 
— 62% + 1126. 


5. Hallar 1(0), 7 ( 2). —a), 5. Ta si 1) 
=VITE. 

















*) lg z=10g,9 =, como siempre, designa el logaritmo decimal del número z. 
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6. Sen /(2)=arecos(lg 2). Hallar 7 (35), F(1 y 1(10. 

7. La función f(x) es lineal. Hallar dicha función, si 
HAD =2 y F()=-—3. 

8. Hallar la función entera y racional de segundo grado f(x), 
si /(0)=1, $(1)=0 y £(8)=5. 

9. Se sabe que, f(4)=—2 y f(5)=6. Hallar el valor apro- 
ximado de f(4, 3), considerando que la función f(x), en el seg- 
mento 4<z<5, es lineal (interpolación lineal de funciones). 

+ 40, Escribir una sola fórmula que exprese la función 
0, si 2<0, 
1)=| z, si =>0, 
empleando el signo de valor absoluto. 
Determinar el campo de existencia de las siguientes Funciones; 


4. a) y=V2+k b) y=V2+L 
12. y= 

13.) y=VB2=%E  b)y="/X-2. 
14%, y=/Z 3-2. 





15. ==> 
16. y=/z=2%. 

mr y=lz. 

18. yg A. 
19. y=arc cos 5 4 


20.  y=aresen (le 5) 3 

21. y=V sen2z. 

22. Sea f(2)=20—310—52*+62—10. Hallar 
A 


23. La función f(x), determinada en el campo simótrico 
-I<a<l, se denomina par, si f(—2)=f(x), o impar, si 


H—2)=—H(). 
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Detorminar, cuáles de las siguientes funciones son pares y 
cuáles impares: 


) (Ya) 


b) Ha) =VIF2P2-YlF a; 
)10)=WEFI4 Y (DE 
dz; 


ix” 
o) f(2)=18 (14142). 


24*. Demostrar que cualquier función f(x), determinada en el 
intervalo —1<zx<l, puede representarse como la suma de una 
función par y otra impar. 

25. Demostrar que el producto de dos funciones pares o de 
dos impares es una función par, mientras que el producto de una 
función par por otra impar es una función impar. 

26. La función f(x) se llama periódica, si existe un número 
positivo 7 (período de la función) tal, que f(247)=f(x) 
para todos los valores de x pertenecientos al campo de existoncia 
de la función f(x). 

Determinar cuáles de las funciones que se enumeran a conti- 
nuación son periódicas y hallar el período mínimo 7 de las mis- 
mas: 


a) f(x) =10 sen 3x; 

b) f (2) =a sen +b cos Ax; 
o) f(1)=Y taz, 

d) f(x) =sen! x; 


e) 1 (2)=sen(Vz). 

27. Expresar la longitud del segmento y=MN y el área S 
de la figura AMN como función de z=4M (fig. 1). Construir 
las gráficas de estas funciones. 

28. Las densidades lineales (es decir, la masa de una unidad de 
longitud) de una barra AB=1 (fig. 2) en sus porciones AC =l,, 
CD=l¿ y DB=1ly(l,+ 1,4 l¿= 1) son respectivamente iguales a qy, 
de Y qa. Expresar la masa m do una porción variable AM=x de 
esta misma barra, como función de x. Construir la gráfica de 
esta función. 

29. Hallar p[p(2)1 y plo (2)), si p()=x* y p(1)=2. 


30. Mallar F£fI/(2)) si Ha)=,L-. 


i—z 
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31. Hallar f(2+1), si [(1-—1)=2*. 

32, Sea f(n) la suma de n miembros de una progresión arit- 
méótica. 

Demostrar que: 


f(n43)—31 (142) 431 (141) —I (n) =0. 
33. Demostrar quo, si 
; F(2)=kx+b 
y los números %;, Z2 Y Y Constituyen Una progresión aritmética, 


también formarán una progresión aritmética los números f (21), 


1 (29) y 1(29. 
34. Demostrar que, si f(x) es una función exponencial, es 
decir, f(x) =a*(a>0), y los números 2,, t, Y 29 Constituyen una 





Pigt Fig 2 


progresión aritmótica, los números f(%), f(r») y F (us) forman 
una progresión geométrica. 
35. Sea 
1). 
Demostrar, que: 
—p(2+4 
10+10m=1 ($) - 


36. Sea 9)=5 (Ear) y v()=+ (a*—a*). Demostrar 
que: 
rn =D + PY 
y 
yin =p (2) v (Y) +9 (y) pla). 
37. Hallar f(—1), F(0) y f(t), si 
3 arcsenz, para —1<zx<0, 
Ho) arc tg z, para (<I<+0. 
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38. Determinar las raíces (ceros) y los campos de valores 
positivos y de valores negativos de la función y, si 


a y=1+x d) y=x3— 3x2; 
2x 
b) y=2+x—at 0) y=e > 
o) y=1-x+2% 
39, Hallar la función inversa de la Y, si: 
a) y=2%+3; d y=l85; 
b) y =2*—1; e) y=arctg 3z. 
o) y=VI=3, 
¿En qué campos estarán definidas estas funciones inversas? 
40. Hallar la función inversa de 
zx, sizx<o0, 
y= 2, si >0. 


41. Escribir las funciones que so dan a continuación en forma 
de cadena de igualdades, de modo que cada uno de los eslabones 
contenga una función elemental simple (potencial, exponencial, 
trigonométrica, etc.): 


a) y=(22—-5)0; o) y=k tz; 
b) y =2008x; d) y =arc sen (3-2). 


42. Escribir en forma de una igualdad las siguientes funciones 
compuestas, dadas mediante una cadena de igualdades: 


a) y=u2%, u=senz; 


b) y=arctgu, u=Vv, v=1g 2; 


2u, si u<0, 
)vu=lo, s5u>0; 
u=2—1, 


43. Escribir en forma explícita las funciones y dadas por las 
ecuaciones: 


a) 22—arccosy=11; 
b) 10*4-10%=10; 
e) z+|y|=2y. 
Hallar los campos de definición de las funciones implícitas dadas. 
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$ 2. Representación gráfica de las funciones elementales 


La construcción de las gráficas do las funciones y=f(x) se efectúa, on 
lo fundamental, marcando una red suficientemente nutrida do puntos 
My (=1, yi), donde y¿=f (2) (¿=0, 1, 2, ...), y uniendo después estos últi- 
mos ontre sí con una línea, cuyo carácter debo tener on cuenta la posición 

de los puntos intermedios. Para hacer Jas operaciones se recomienda el 
empleo de la regla de cálculo. 








Fig.3 


La construcción de qna facilita el estudio de las curvas de las 
funciones elementales más importantes (véaso el apéndice VI). Partiendo 
de la gráfica 
v=1(%), (mM) 

con ayuda do construecionos geomótricas elemontales obtenemos las gráfica 
de las funciones: 

4) v=—f(x), que es la represontación simétrica de la gráfica T' 
respecto al eje OX; 
Ñ 2) y! (—a), que es la representación simétrica de la gráfica P' respecto 
al eje OY; 

3) ya=1(x2—a), que es la misma gráfica T desplazada a lo largo dol ejo 
OX on la magnitud a; 

4) yy=)+f (2), que es la propia gráfica Y desplazada a lo largo del eje 
OY en la magnitud > (fig. 3). 

Ejemplo. Construir la gráfica de Ja función 


y=sen (.— 3) a 


Solución. La línea buscada es la sinusoide y=sen x=, desplazada a 
lo largo dol eje OX, hacia la dorecha, en la magnitud z (tig. 4). 


Construir las gráficas de las funciones lineales (líneas rectas): 
44. y=kx, si k 0; 4.2 Y, 2. 








1 
7» 
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45. y=2+b, sib=0,1, 2, —1, —2 

46. z=1,5x-42, 

Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de 2? grado (parábolas): 

47. y=0x%, si a=1, 2, 1/2, —1, —2, 0. 

48. y=24+c,sic=0, 1, 2, —1. 

49. y=(2—24p?, si zy=0, 1, 2, dh. 

50. y=yo+H(2—1), si yy=0, 1, 2, —1. 

51%. y=a8+bx+c, si: 1) a=1, b=—2, 0 

2) a=—2, b=6, c=0. 

52. y=24+x—a?. Hallar los puntos de intersección de esta 

parábola con el eje OX. 











de 








Fig.4 


Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de grado superior al segundo: 


53*, y=a2% (parábola cúbica) 

54. y=24+(2—1). 

55. y=»*%—3x+2. 

56. y=xt 

57. y=2l8—aet, 

Construir las gráficas de las funciones homográficas siguientes 
(hipérbolas): 








1 
58*, => 
1 
59. Y=:3 
2 
60. y. 
61%. y=y + Too si zo=1, yo=—1, m=6 
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_ 203 
62%. V=3 


Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
fraccionarias: 











63. y=2+l, 

6. => 

65*, u=h. 

66. y=h. 

67. y= Es (curva de Agnesi). 
2x 


68. y= 21 (serpentina de Newton). 

69. y=z+ W : 

70. ya +2 (tridente de Newton). 

Construir las gráficas de las funciones irracionales siguientes: 
7. y=Vz. 

72 y=Vz. 

73%. y=VkÉ (parábola de Nell). 

74. y=+2V2 (parábola semicúbica). 

75. y= Ei V25—a* (elipse). 

76. y=+V22=1 (hipérbola). 

77. y= 





1=2* 
78%. y=+2x Vx (cisoide de Diocles). 


7% y=z+ VEZ. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé- 
tricas; 

80*. y=senw. 83*. y=ctg z. 

81*. y=c0sx. 84*. y=secz. 

82*., y=tgx. 85*. y =c0sec z. 


16 
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86. y=Asenz, si A=1, 10, +, —2 


87*. y=sennz, si n=1, 2, 3, 5 


88. y=sn(e=p) si 9=0, E, E, 2 —Í. 
89*, y=5sen (22 —3). 
90". y=asenz-+bcosz, si a=6, b=—8. 


91. y=senzt-pcosz. 96. y=1—2co3x. 

92.* y=c08* 2. 97. y=sens—-+sen 3, 
93%, y=x+Senz. 98. y=cos a+ eos 2, 
94*, y=xsSeNZ. 99*, y=csH. 

%. y=teix. 100. y=+Vsenz. 


Construir las gráficas de las siguientes funciones exponenciales 


y logarítmicas: 


101. y=a*, si a=2, + e(e=2, 718 ...)*). 
102*. y=1l0g.xw, si a=10, 2, 2 ss 
103*. y=shx, donde sha=4(*—e”). 


104*, y=chx, donde hr=+ (40). 


105*, ys, dondo tha=P2.. 
106. y=140% 
107". y=e=*" (curva de probabilidades). 
1 
108, y=2 >, 113. y=18 2. 
109. y=lgx% 114. y=12 (—x2). 
110. y=lgx. 115. y=1l0g» (1+ 2). 
111. y=18 (lg2). 116. y=1g (cos 2). 
1 . 
112. Y=1 5" 117. y=2*senz. 


x) Véase más detalladamente sobre el número e en la pág. 26. 
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Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé- 
tricas inversas: 


118*, y=arcsenz. 122. y=aresnt, 
119*. y =arccosz. 123. y=arecosL. 
120*. y=arctgz. 124. y=x+arcctg z. 


121*. y=arcctgz. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones: 

125. y=|0|. 

126. y=%(e+l2). 

127. a) y=x]x|; b) y=1l08 3] =). 

128. a) y=senz+|senx|; b) y=sen=—|senz]. 
1, para |x|<1; 

y= 


129. 2 


Tay Pera |=]>1. 


130. a) y=[x1, b) y=x—Iz], dondo [x] es la parte entera del 
número x, es decir, el mayor número entero, menor o igual a z. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones en el sistema 
de coordenadas polaros (r, p) (r>0): 


131. r=1 (circunferencia). 

132%, r=2 (espiral de Arquímedes). 
133*, r=e% (espiral logarítmica). 
134%, => (espiral hiperbólica). 
135. r=2c0sp (circunferencia). 


136. »=2 


= (línea recta). 
sen 





137. r=sectE (parábola). 

138*. r=10sen 3p (rosa de tres pétalos). 

139*. r=a(1+cosq) (a>0) (cardioide). 

140%. 72=a*cos2p (a>0) (lemniscata). 

Construir las gráficas de las siguientes funciones, dadas en 





forma paramétrica: 
21016 
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141*. z=P, y=4 (parábola semicúbica). 
142*. z=10cost, y=sent (elipse). 
143*. z=10c08' 1, y=10sen*1 (astroide). 


144*. z=a (cost +1sent), y=a (sent—tcost) (desarrollo del 
círculo). 





145*. =p» u= + (folium de Descartes). 
146. “== 1 (semicircunferencia). 


147. 2=2 42, y=2—2* (rama de una hipérbola). 

148. z=2c0s*!, y=2sen*t (segmento de recta). 

149. z=t—-1?, y=12—1, 

150. z=a(2c0s1-—cos 21), y=a(2soni—sen21) (cardioide). 

Construir las gráficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma implícita: 

151*, a? +y*=25 (circunferencia). 

152. zy=12 (hipérbola). 

153*, y?=2x (parábola). 

154. + E=1 (elipse). 

155. PAD 


156*. A +yf= = ai (astroide). 
457%. z+y=10lg y. 
158*, x*=c08y. 
2 
159%. V 22 F y =eArct3* (espiral logarítmica). 
160*. 23+y*—32y=0 (folium de Descartes). 


161. Hallar la fórmula de transición de la escala de Celsio (c) 
a la de Fahrenheit (F), si se conoce que 0%G corresponde a 32% F 
y 100%C a 212% F, 

Construie la gráfica de la función obtenida. 

162. En un triángulo, cuya base es b=10 y su altura h=6, 
está inscrito un rectángulo (fig. 5). Expresar la superficie de dicho 
rectángulo y como función de su base z. 

Construir la gráfica de esta función y hallar su valor máximo. 


Límites 19 


163. En el triángulo ACB, el lado BC=a, el AC=b y el 
ángulo variable % ACB=x (fig. 6). 


A 


x B 
b a 
Fig.5 Fig.6 


Expresar y =área. A ABC como función de z. Construir la grá- 
fica de esta función y hallar su valor máximo. 
164. Resolver gráficamente las ecuaciones: 


a) 221—5142=0; d) 10*=x; 

hb) 244 2—1=0; e) z=1-+0,5 sen x; 

c) lgz=0,1x; l) cigr=x (0<zx<m). 
165. Resolver gráficamente los sistemas de ecuaciones: 
a) 2y=10, z4+y=7; 

db) xy=6, 22+y*=143; 

e) —+y=4, y —22=0; 

d) 4 y=10, z4+y*=6; 

e) y=senz, y=c0sz  (0<x<2x). 


$ 3. Límites 


4%, Límito do una sucesión. El número a recibe el nombre de 
límite de la sucesión 2jy Zap ..0» Tny 00.2 


lim 2 =4, 
120 


si para cualquier e >0 existe un número N=N (e) tal, que 
[mm—«j<e para n >N. 
Ejemplo 1. Demostrar que 


1 2Bl a 
ro aj 


2 
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Solución. Consideremos la diferencia 





a A 
a+1 E 
Valorando su magnitud absoluta, tendremos: 
2n+1 4 
AFI | p< e 


si 
»n> Li (e). 


De esta forma, para cada número positivo e se puede encontrar un 
número ml tal, que para 1 >N se cumple la desigualdad (2). Por 
consiguiente. el número 2 es límite de la sucesión 2 =(2n4-1)/(n+-1), es 
decir, se vorifica la fórmula (1). 

22 Límite de una función. Se dice que la función f(=) > A 
cuando 2->a (4 y a-son unos números), o que 


lim [(4)=4, 
zx. 
si para cunlquior e >0 existe un número 6=0 (2) >0 tal, que 
1/0—Al|<e para 0<]2—a]<ó, 
Análogamente 
lim f(2)=4, 
src 
si |1(2)—A]|<e para |x| > (e). 
También se emploa la notación convencional 


lim f (2) =00, 
aa 
que indica, que ¡f(=)]>E para 0<|2—a|<5(E), donde E es un número 


positivo arbitrario. 
3%, Límites laterales. Siz<a y za, so escribo convencional- 


mente x->a—0; análogamente, si z >a y z>-a, se escribirá así; z 2-0. 
Los números 


f(a—0)= lim f(2) y fla+0)= lim f(2) 
2-0 a a+0 
se llaman, respectivamente, límite a la izquierda de la función f(x) en el 
punto a y límite a la derecha de la función f(x) en el punto a (si es que 
dichos números existen). 


Para que exista el límite de la función f(=) cuando z—-a, es necesario 
y Suficiento que se verifique la igualdad 


f(0—0)=f(2+0). 
Si oxiston el Him fi(=) y el Him f2(2), tienen lugar los siguientes 
za za 
teoremas: 
1) lim [1 (412 (2)]=1im f, (2) +lim f2 (2); 
pra sa a 
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2) lim [f4 (=) fo (2)I=1lim ¿y (2)-lim fo (2); 
xa xa na 
3) lim [f4 (2)/f2 (2)]=lim f, (2)/lim faz) (lim fa (2) =+ O). 
>. a xa a 
Los límites siguientes so emplean con frecuencia: 


E 

lim HP 4 
pS 

y 


1 
E ES 
lim (+2) =lim (14 0) =e=2,74828 ... 
Xp 00 z ao 
Ejomplo 2. Hallar los límites a la derecha y a Ja izquierda de la 
función 
¡(2)=arctg E 
cuando x->0. 
Solución, Tenemos; 


, 1 
1(+0)= lim (arctg +) -+ 
y 


—0)= li 1 
eo) Palin (su0tg E) == + 
En esto caso, es evidente que no existe límite do ¿la función f(x) 
cuando z->» 0. 
166. Demostrar que, si n-> +0, el límite de Ja sucesión 
1 1 y 1 
ir de Ad” O 
es igual a cero. ¿Para qué valores de n se cumple la desigualdad 
de 
F<e 

(siendo e un número positivo arbitrario)? 

Efectuar el cálculo numérico para: a) e=0,1; b) s=0,01; 
e) e=0,001. 

167. Demostrar que el límite de la sucosión 

== Tr (n=4, 2, ...) 
cuando n— 00 es jgual a 4. ¿Para qué valores de n>N se cumple 
la desigualdad 
|[z.—1|<e, 

(siendo € un número positivo arbitrario)? 

Hallar N para: a) 2=0,1; b) £=0,01; c) e=0,001. 

168. Demostrar que 

limz2=4. 


x>2 
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¿Cómo elegir pára el número positivo dado e un número posi- 
tivo Ó, de modo que de la desigualdad 


tz—2|<8 
se deduzca la desigualdad 
|2t-—4|<e? 
Calcular 6, para: a) e=0,1; b) e=0,01; c) e=0,001. 


169. Dilucidar el sentido exacto de las notaciones convencio- 
nales: 


a) lim lgz=—oo; b) lim2%= +00; c) lim f(x)=00. 
+0 amoo roo 
170. Hallar los límites de las sucesiones: 


3 4 1 ya ' 
A E a 


DRAE 


IVAVIVE, VIV 2VE 


2 d) 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ... 
Hallar los límitos: 


3 3 el 
171. la (A a): 
472. Tim CEDG4D (149) 
, Mo EDO 


Marco 


a e OE 
173, lim [AE 


n+00 











174. lim 249 


+05 n—(—1) A 
O ques 43 
08: lo 


176. lim (+++ +3). 





, 1 1 —1f).-1 
177. lim [1 +++ at L 
478%, lim EPA EE 

pa 


179. lim (Va+F1—V 2). 


¿m asennt 
180. a á 


y Límites 23 
Al buscar el límite de la razón de dos polinomios enteros respecto a z, 
cuando z—-co. es conveniente dividir previamente los dos términos de 
la razón por z”, donde n es la mayor potencia de estos polinomios. 
En muchos casos puede emplearse un procedimiento análogo, cuando 
se trata de iracciones que contienen expresiones irracionales. 
Ejemplo 41. 


(203) (82 45) (420) _ pin (63362 Ei, 




















lim 
E A Pe Pr a 
1 
Ejemplo 2. lim>2==>= lim >==="=1. 
xo P 2310 aw V 4310 
+ 
181. lim LEX. 186. lim 2224 
xo Pl xo. Ya“A+Í 
sn. 1000% 3 2243 
182. lim 427. 187. lim E. 
o arq Ñ a 
dr a TT 
o 28423 A ZaF1 
184. Lim res > 189. lim AE. ú 
185. lim iO 190. lim z 
xerco ES aho V 24 V2+V2 


Si P(z) y 0 (2) son polinomios enteros y P (a) 40 0 Q (a) :£0, el límite 
do la fracción racional 
Pz) 
lim 


ara Q(z) 





se halla directamente. 
Si P (a)=0 (a)==0, se recomienda simplificar la fracción e por e) 
binomio +—a, una o varias veces. 











Ejemplo 3 
im—2=4 2 lim E=9+2 - lim 242 
o o io 
im P+4 283742 
1d ar 195. Li ps 
192. lim HP ELO 196. lim P=+0z+4 
e PH == 2843 s 
my ESE o hp 
193. lim 372 > 197. LEE. 
» 2222 A 4 
194. lim => 198. 1im(¿E— 
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Las expresiones irracionales se reducen, en muchos casos, a una forma 
racional introduciendo una nueva variable, 
Ejemplo 4. Hallar 








tio VEE=—4 
im PEE 
20 Pipzt 
Solución. Suponiendo 
142=yS, 
tenemos: 
o VIFz2-1 al P+ytto3 
J A e 1 =li A 
2d ViFzi FR y peer y+1 2 
199. lim VEL, 201. lim 
x>1 21 si 
200. tim YE=5., 202. lim 
264 Yz al 





Otro procedimiento para hallar el límite de una expresión irracional 
es el de trasladar la parte irracional del numerador al denominador o, 
al contrario, del denominador al numerador. 




















Ejemplo 5. 
EVA se 
1 1 = 
ma 2 tea ya +4) 
2 Y 7=3 
203. 1 ; 
a 2 
204. lim ¿-. 211. lim (VzFa—V2). 
xs Y) 2-2 a +00 
205. lim VEL 212. lim [Vi=+o0-2. 
ao 
206. 213. lim (Y 2252 +62). 
ao 
207. 214. lim «(Y F1-2). 
Se 
208. 


215. lim (24/13). 


209. 
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Al hacer el cálculo de los límites, en muchos casos se emplea la 


fórmula 


son y 





x0 


y se supone quo se sabe que, lim sen z=sena y 
La 





Ejemplo 6.. lim-2252 
20 z 


216. 


217. 
218, 
219. 
220. 


221. 





lim 221 2—Sen a 





222. 
zos Fa 
5 00s I—COSA 
223. li + 
lim tgaz 
24 
225. lim 3202 (241)—sen z 
h=>0 F 
926. lim SBTZ0057 
a TR : 
% 
227. a) limesenl; 
x=» 2 


b) limzsent.. 
z 


xo 


= lim 


pa 


EN 


228. 
229. 


230. 


231. 


232. 
233. 


234. 


236. 


237. 


238. 
239. 


240. 


sen 5x 5 





lim cos z=c08 0, 
ama 


)-15=5. 

lim (1—=)tg 57. 

ad 

Ñ rn 
Mist 2x ctg (F-x) % 


z 
1—son 7 
q. 


lim 

am 

1—2cosx 
amd * 





lim 


En 


tg z—sen x 


arcsen 
E 


lim arctg 22 
=>0 Sen3z 

” 1—at 
Maz 

sa 7—Sen 2z 
soda * 


cos ZE 
Mim 
xo 1—Yz 
a, 
20 ES 
lim V sen Vi-sonz 


+0 z 
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Al hallar los límitos de la forma 
Precafói—a, o 
debe tenerse en cuenta que: 
4) si existen los límites finitos 
limp(23=4 y limyp(3= 
aa ma 
se tiene que C=4*; 
2) si lim pt)=4+1 y limp()=-x00, el problema de hallar el 
Iímito (3) so resuelvo directamente; 
3) si lim p(=)=1 y lim p()=00, so supone que p(=14+a (2), 
donde a(d>0, cuando >. y, por consiguiente, 
Um axjp(x) e 
Clin a Ae Al: ¿3 A Lot) 1190) 


siendo 02.18 +». €] número de Neper. 
Ejemplo 7. Hallar 
lim 


x0 


(22) 
e ME 
Solución. Aquí 
sen 27 
im (2) =2 y li 7 
1 (32) amos 


por consiguiente, Pr 
lim (2%) =21=2, 


x>0 z 
Ejemplo 8. Hallar és 
Mo (7 Ciard =9)" 
> 2141 
Solución. Tenemos: 
sd, 
lim = lim —E=t 








ao RD o gp 
z 





y 
lim 22= +00. 
xro 
Por lo cual, qe qa 
z E 
lim io (5 ) =0. 


Ejemplo 9. Hallar 


ln (5) 
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Solución. Tenemos: 


1 e 
ERE 
+= 


Haciendo las transformaciones que se indicaron más arriba, obtendremos 


ce ls 
e e molt 
e 


y 


En este caso concreto, puede hallarse el límite com más facilidad, sin 
recurrir al procodimiento general: 


(y Y 











lim 2 (3) += e 

pl 00 * 

e] sn (+3) 
En todo caso, es conveniente recordar que: 
: bye 
la (+5). 

in f2zyt a 2 ye 
241, lim (E) 248. lim lim (57) 4 

3 zi yr a— 4 yl 
242, lim (F=7)". 249. lim (3) > 

He 

ñ 4 q a PRO 

243, 1im (3). 250. lim (142). 
Aa 1 

4 (2222 z e 
244, lim (a) 251. lim (14senz)%, 

o pays dl 
245. a (5) 252%. a) pa 

4 1q» L 
246. lim (1) $ b) lim (cos). 


247, lim (14+2)”. 


Al calcular los límites que se dan a continuación, es conveniente sabor 
que, si existe y es positivo el Eo 1(x), se Liene: 


lim lia /(o1=t0 [lim f(2))- 
aa 22 
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Ejemplo 10. Demostrar que 
pa EUR 
0 7 
Solución. Tenemos; 
1 ln (142) 
z 


=!lim [ln (14-2)1/%] = ln [lim (1+2)/%]=1n e=1. 
0 a+) 0 


La fórmula (+) so emplea, frecuentemente, en la resolución de problemas. 


253. lim [ln (22 +1) —1n (2+2)]. 














254. lim £44109) 260*. limn (Y/a—1) (a>0). 
dl 
E] THz pde 
255. lim (Lin y EE). 261. limo h 
256. lim z]In(e+1)—Inz]. 262. its s 
poo sen « 
257. Lim PC92). 263. a) tie, 
20 
258". Liu fa. b) mt 
259*, lim 1 (a>0). (Véanse” los ejercicios 103 y 104). 
0 


Hallar los Spurs límites laterales: 
264. a) lim 267. a) lim LUEO, 























pe ya Ses 
, z $ beis 
b) pira Var b) lim . z 
265. a) lim thx; 268. a) lim LEMzL; 
ao x—0 PE, 
b) lim thz, b) lim L$enzl. 
apo zo  % 
MN el z—i 
donde dos > 269. 2) Ln Jl ; 
e de 
20058) E a - y ») Un, 7 óáz sl 
¿ 
270. a) lim 5; 
b) lim In 3 
iS b) lim 2 
i4+e ee 
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Construir las gráficas de las funciones: 
271**, y =lim (cos”” z). 


272%. y=limii7 (2>0). 


gp 
273. y=lmV2 Foz. 
Co 


274. y=1lim (arctg nz). 
nu»oo 

275. y=limyl+x" (2>0). 
moros 


276. Convertir en ordinaria la siguiente fracción periódica 
mixta 
a=0,13555..., 


considerándola como el límite de la correspondiente fracción finita. 
277, ¿Qué ocurrirá con las raíces de la ecuación cuadrada 
atr+bryc=0, 
si el coeficiente a tiende a cero, y los coeficientes b y e son 
constantes, siendo b-% 0? 

278. Hallar el límite del ángulo interno de un polígono regu- 
lar de n lados si n—o0. 

279, Hallar el límite de los perímetros de los polígonos regu- 
lares de n lados inscritos en una circunferencia de radio Ri y de 
los circunscritos a su alrededor, si n—> 00, 

280. flallar el límite de la suma de las longitudes de las 
ordenadas de la curva 

y=e*cosxux, 
trazadas en los puntos 2=0, 1, 2,..., n, si n—00. 

281. Hallar el límite de las áreas de los cuadrados construidos 
sobre las ordenadas de la curva 

yz 


como bases, donde z=1, 2, 3, ..., nm, con la condición de que 
Nn-—> 09, 

282. Hallar el límite, cuando n—>00, del perímetro de la 
línea quebrada MM, ... Mn, inscrita en la espiral logarítmica 
r=e-0, 
si los vértices de esta quebrada tienen, respectivamente, los 

ángulos polares 
nz 


PO, Pa Pa 0 
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] 283. El segmento AB=a (fig. 7) está dividido en n partes 
iguales, Sobre cada una de ellas, tomándola como base, se ha 
construido un triángulo isósceles, cuyos ángulos en la base son 
iguales a 0=45% Demostrar, que el límite del perímetro de la 
línea quebrada así formada es diferente de la longitud del seg- 
mento AB, a pesar de que, pasando a límites, la línea quebrada 
«se confunde geométricamente con el segmento AB». 





Fig.7 Fig.8 


284. El punto C, divide al segmento AB=1 en dos partos 
igualos; el punto C, divide al segmento AC, en dos partes tam- 
bién iguales; el punto C, divide, a su vez, al segmento CyC, en 
dos partes iguales; el C, hace lo propio con el segmento CiC 
y así sucesivamente. Determinar la posición límite del punto Cn, 
cuando R-—> 00, 

285. Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de 
un triángulo rectángulo en n partes iguales, se han construido 
rectángulos inscritos (fig. 8). Determinar el límite del área de la 
figura escalonada así constituida, si n—> 00. 

286. Hallar las constantes k y b de la ecuación 

> EN 
La (424055) =0. 0) 

Esclarecer el sentido geométrico de la igualdad (1). 

287*, Un proceso químico so desarrolla de tal forma, que el incre- 
monto de la cantidad de substancia en cada intervalo do tiempo 1, de 
una sucesión infinita de intervalos (ix, (1-41) 7) (¿=0, 1, 2, ...), es 
proporcional a la cantidad de substancia existente al comienzo del 
intervalo y a la duración de dicho intervalo. Suponiendo «que cn 
el momento inicial la cantidad de substancia era Qp, determinar 
la cantidad Qf”? que habrá de la misma después de transcurrir un 
intervalo de tiempo £, si el incremento de la cantidad de subs- 
tancia se realiza cada eneava parte del intervalo de tiempo 





o 
Hallar Q;=1lim Qf”. 
moros 
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$ 4. Infinitésimos e Infinitos 
1”. Infinitésimos. Si 
lim « (2) =0, 
aa 


es decir, si Ja (=)] <e, cuando 0<|z—a|<5 (e), la función a (2) so llama 
infinitésima (infinitamente pequeña) cuando z-—>a. Análogamente so deter- 
mina la función infinitésima (infinitamente pequeña) a (2), cuando 2» 00, 
La suma y el producto de un número limitado de infinitésimos, cuando 
2> 4, es también un infin jo cuando z—-4. 
Si a (2) y B(z) son infi 





donde C es un número distinto do cero, las funciones «a. (z) y P(x) reciben 
el nombre do infinitésimas de un mismo orden; si C=0, se dice que la función 
a (=) es una infinitésima de orden superior respocto a B(z). La función «.(z) 
so denomina infinitésima de orden n respecto a la función $ (2), si 


A a(É _ 
La mr dl 
donde 0<1E |[<-+o. 


a (a) 
lim ES) 4, 
TO) 
las funciones « (2) y B(z) se llaman equivalentes cuando x=» a; 
a (2) — $ (2). 

Por ejemplo, si --—>0 tendromos: 
d snc=a tgros  In((42)-x, 
eto, 

La suma de dos infinitésimos de orden distinto, equivale al sumando 
cuyo orden es inferior. 

El límite de Ja razón de dos infinitésimos no se altera, si los términos 


do la misma se sustituyen por otros cuyos valores respectivos sean equiva- 
lentes, Do acuerdo con este teorema, al hallar el Jímite do la fracción 


lim 


xa P(2)* 


dondo a (2)->0 y B(2)--0, cuando za, al numerador y denominador 
do la fracción pueden restárscle (o sumársele) infinitésimos do orden supe- 
rior, elezidos de tal forma, que las cantidades resultantes sean equivalentes 
a las antoriores. 
Ejemplo % 
Es ES 

1 A a 
x>0 In(1427)  x-09 22 2 





2%. Infíinitos. Si para un número cualquiera NV, tan grande como se 
deseo, oxiste tal 3 (1), que para 0<|z—a|<ó(N) se verifica la desi- 


gualdad 
1MEI>N, 
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la función f(x) recibo el nombro de infinita (infinitemente grande) cuando 
eo. + 

Análogamento, f(=) se determina como infinita (infinitamente grande) 
cuando z—»c0, El concepto do infinitos de diversas órdenes se establece 
de manera semejante a como se hizo para los infinitésimos. 


288. Demostrar que la función 
sen z 
1() == 
es infinitamente pequeña cuando z-—> 00. ¿Para qué valores de z 
se cumple la desigualdad 
lf1<e 
si e es un número arbitrario? 
Hacer los cálculos para: a) e=0,1; b) e=0,01; c) 80,001. 
289. Demostrar que la función 
f()=1-% 
es infinitamente pequeña cuando z—>4. ¿Para qué valoros de x se 
cumple la desigualdad 
l1(1<e 
si £ es un número entero arbitrario? Hacer los cálculos numéricos para: 
a) e=0,1; b) e=0,01; e) e=0,001, 
290. Demostrar que la función 


Mo=% 


es infinitamente grande cuando z—> 2. ¿En qué entornos | x—-2]< 6 
se verifica la desigualdad 





Ha1>N 


si N es un número positivo arbitrario? 

Hallar 8, si: a) N=140; b) N=400; c) N=1000. 

291. Determinar el orden infinitesimal: a) de la superficie de 
una esfera, y b) del volumen de la misma, si su radio r es un 
infinitésimo de 1” orden. ¿Cuál será el orden infinitesimal del 
radio y del volumon respecto al área de esta esfera? 

292. Sea «a el ángulo central de un sector circular ABO 
(fig. 9), cuyo radio KR tionde a cero. Determinar el orden infini- 
tesimal: a) do la cuerda AB; b) de la flecha del arco CD; 0) del 
área dol AABD, respecto al infinitésimo «. 

293. Determinar el orden infinitesimal respecto a x, cuando 
z->0, de las funciones siguientes: 


a) da: d) 1—cos zx; 
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dl) Vi+Vz; 0) tg z—sen z. 
Y) Va—Va; 
294, Demostrar que la longitud de un arco infinitésimo de una 


circunferencia de radio constante, es equivalente a la longitud 
de la cuerda que tensa. 


295. ¿Son equivalentes, un segmento infinitésimo y la semicir- 
cunferencia infinitésima construida sobre él, como diámetro? 


D 





(4) 
Fig.9 


Aplicando el teorema sobre la razón de dos infinitésimos, hallar: 


296. lim En 32-son5z 298. lim 
pe 





Inz 
o i==* 


a 
aresen 





19 im 208 2—COS 2x7: 
27%: Ade 1005 = 


297. lim rr ” 
300. Demostrar que cuando —> 0, las magnitudes 5 y VI+z-1 
son equivalentes entre sí. Empleando este resultado, mostrar que, 
cuando |x| es pequeño, se verifica Ja igualdad aproximada 
Vitimi+z. EN) 
Aplicando la fórmula (1), hallar aproximadamente: 
a) V 1,06; b) 0,97; c) V10; d) 120 


y comparar los valores así obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 


301. Demostrar que, cuando —=0, so verifican las igualdades 
aproximadas siguientes, con precisión hasta los tórminos de 
orden 2?, 

1 
% 1 q" 1—zx; 
hb) Yaya c+ (a > 0); 


31016 
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o) (1+2)"=1+nz (n, es un número natural); 
d) lg (142) =Mz, 


donde M=lge=0,43429... 
Partiendo de estas fórmulas, calcular aproximadamente: 


da da e EA 15 
Die: doi dm 98 
5) 1,04%; 6) 0,93%; 7) lg 1,1. 
Comparar los valores así obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 
302. Demostrar que, cuando — co, la función racional entera 
Plo)=0P+ aa... +09 (49%0) 
es una magnitud infinitésima, equivalente al término superior 
ag”. 

303. Supongamos que z—0o, Tomando a x= como magnitud 
infinita de 1% orden, determinar el orden de crecimiento de Jas 
funciones: 

a) 12 —1007— 1000; o) ViVe 


5 ——— 
b) = ; d) Va—=2x. 


$ 5. Continuldad de las funciones 
1%. Dofinición de continuidad. Lu función f(x) so Mama con- 


tínua para z=É (o «en el punto 5»), si: 1) dicha función está determinada 
en el y E, es decir, existe el número f(E); 2) existo y es finito el 


limite lim f(x); 3) esto límite es igual al valor de la función en el punto E. 
al 
es decir, á 
limf(m=1(5. (Mm) 
az 
Haciondo la sustitución 
a 2=544b, 
donde A5->0, se puedo escribir la condición (1) de la forma: 
lim Af(5)= lim [f(E+48)—1(8]=0, (2 
AE>0 AE>/O 


es docir, la función f(z) es continua en el punto E, cuando, y sólo cuando, 
en oste punto, a un incremento infínitésimo del argumento corresponde un 
incromento infinitésimo de la función. 

Si la función es continua en cada uno do los puntos de un campo 
determinado (intervalo, segmento, etc.), se dice que 0s comtinua en este 
campo. 
Ejempio 1. Demostrar que la función 

y=senz 


es continua para cualquier valor dol argumento y. 
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Solución. Se tiene: 








Az 
sen —] 
P A 
Ay=sen (2-+ 42) —sen 2=2 sen EE cos (++5) 00 (++5F) 42 
EN 
Como 
Ax 
sen 
3 ae Ax PA 
19 o ener) ea 
2 
para. cualquier valor de x, tendremos: 
lim Ay=0. 
AO 


Por consiguiente, la función sen z es continua para —c0<2<-+0. 

2%. Puntos de discontinuidad de una función. Se dice 
que una función f(x) es discontinua en el punto =p, que pertenece al campo 
le existencia do la función o que es punto frontera de dicho campo, si en 
esto punto no se verifica la condición de continuidad de la función. 


Ejemplo 2. La función /() == (tig. 40, a) esdiscontinua en el 


( 
punto z=1. Esta función no está definida en ol punto z=1 y como quiera 


que so elija el número /(1), la función complotada /(=) no será contínua 
en el punto =1, 


Si la función f(x) ticne límites finitos: 
lim f(=)=f(29—0) y lim f(2)=1(20+0), 
xx —0 aox+0 





pero los tres números f(zo), f(zo—0) y f(zo+0) no son iguales entre sí, 
entonces, zo recibe el nombre de punto de discontinuidad de 1% especie. Tn 
particular, si 


1 (20—0)=1(=04-0), 
zp se lama punto de discontinuidad evitable. 


Para que la función f(x) sea continua en el punto zp os necesario 
y suficiente que 


10) =1 (0—0)=1 (20+0). 


Ejemplo 3. La función /(1)= XT tone discontinuidad de 119 espe- 


[=1 
cie en el punto z=0. 
Efectivamente, aquí 





+1 


sen z 
+0)= a 
(+0) a = 


son z ' 
19) = lim, Ea a. 


Ejemplo 4 La función y=E (2), dondo E (x) representa la parte ontera 
del número z (es decir, £(z) es un número entero que satisface a la igualdad 


ye 
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z=Y(1)+4q, donde 0<g<1), es discontinua (fig. 10,5) en cada punto 
entero: 1=0, +1, 2, ..., y todos los puntos do discontinuidad .son de 
4ra especie. 

Ttectivamente, si n es un número entoro, E(n—0)=n—1 y E(n40)=n. 
Es evidente, que en todos los demás puntos esta función es continua. 





Fig. 10 


Los puntos de discontinuidad de la función que no son de 41% especie, 
se flaman puntos de discontinuidad de 22 especie. 

Son también puntos de discontinuidad de 2*% especio los puntos de dis- 
continuidad infinita, es decir, aquellos puntos zo, para los que, por lo menos, 
uno do los límites laterales f(x9—0) v f (zo-+-0) es igual a co (véase el oj. 2). 


Ejemplo 5. La función y=cos E (fig. 10, 0), en ol punto 2=0 
tiono una discontinuidad de 22 especie, ya que aquí no oxiste ninguno de 
los dos límites laterales 

6 a ; EJ 
lim cos-— y lim cos—=. 
pr E e E 
3%, Propiedades de las funciones continuas. Al analizar 


las funcionos para determinar si son continuas, hay que tener presontes 
los siguientos teoremas: pa > e 

4) La suma y el producto de un número limitado do funciones conti- 
nuas en un campo determinado es, a su vez, una función continua on este 


mismo campo; 
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2) e] cociente da la división de dos funciones continuas en un campo 
determinado, es también una función continua, para todos los valores del 
argumento de este mismo campo, que no anulan el denominador; 

3) si la función f(x) es continua en un intorvalo (a, 5), estando el com 
junto de sus valores comprendido en el intervalo (4, B) y la función q (z) 
+s continua en este intervalo (4, B), la función compuesta q [f(z)] también 
es continua en el intervalo (a, b). 

Toda función f(x), continua en el segmento [a, 5), posee las propiedades 
siguientes: 

1) f(x) está acotada en [e, b], es docir, existo cierto número M tal, que 
10 1<M para «<zr <b; 

2) f(2) alcanza en [a, b] su valor máximo y mínimo; ” 

3) f(x) toma todos los valores intermedios entro dos dados, es decir, 
si f(a)=4 y MB)=B(1<aA<f<b) y A+ B, ontonces, cualquiera que sea 
el número €, comprendido enlre A y 8, existe por lo monos ua valor de 
2=y(0 < y <B) tal, que f(y)=C. E 

En particular, si f(«) F(B) <0, la ecuación 

1(x)=0 


tiene en ol intervalo (a, B), por lo menos, una raíz real. 


304. Domostrar, que la función y=x* es continua para cual- 
quier valor del argumento zx. 
305. Demostrar, que Ja función racional entera 


P(2)=a9 +ajg 14 ...+4a 


es continua para cualquier valor de zx. 
306. Demostrar, que la función racional fraccionaria 


— C0rA and... +A 
NS 


es continua para todos los valores de x, a excepción de aquellos 
que anulan el denominador. 

307*, Demostrar, que la función y=/7 es continua para 
2>0. 

308. Demostrar que, si la función f(x) es continua y no nega- 
tiva en el intervalo (a, b) la función 


P0)=V1) 


también es continua en este intervalo, 

309*. Demostrar, que la función y=cosz es continua para 
cualquier valor de z. 

310. ¿Para qué valores de xz serán continuas las funciones: 
a) tgx y b) ctg a? 

311*, Demostrar, que la función y=|=] es continua. Cons- 
truir la gráfica de esta función. 

312. Demostrar, que la magnitud absoluta de una función 
continua es también una función continua. 
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313. Una función está dada por las fórmulas 


10 4 cuando er 2, 





2 
A cuando z=2. 


¿Cómo debe elegirse el valor de la función A=+f(2), para que 
la función f(x), completada de esta forma, sea continua cuando 
x=2? Construir la gráfica de la función y=f(x). 

314. El segundo miembro de la igualdad 


F(2)=1—zesen + 


carece de sentido cuando z=0. ¿Cómo elegir el valor de f(0) 
para que la función f(x) sea continua en este punto? 
315. La función 


1 (2) =aretg- y 


carece de sentido cuando =2. ¿Puede elegirse el valor de f(2) 
de a forma, que la función completada sea continua cuando 
r= 

316. La función f(2) es indeterminada en el punto z=0. 
Detorminar f(0) de tal forma, que f(x) sea continua en este 
punto, si: 


a) fa) = ESPA (n es un número natural); 
» ==; 
is ln (+9) = In (1) : 


E pot 


y1-=2; 


e) Fa) ==2150n 2; 





D) f(x) =zclg x. 
Averiguar si son continuas las funciones: 








al z 
317. y=E>. 320. y= E - 
318. tE z 321. a) y=sn 
319. MES. b) y==sentE 
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ñ 1 
322. y= E ; 326. y=(1+2)arctg ¿2 - 
pe 
323. y=In (cos 2). 327. y=e*, 
e 
324. y=1m| 18 7. 328. y=e *. 
325, y=arcgl. 329. y=—. 
A+e 
2 “Y a 
330. y= ES cuando 2< 3, 
2144 cuando z> 3. 





Construir la gráfica de esta función. 

331. Demostrar, que Ja función de Dirichlet x(=), que es 
igual a cero cuando z es irracional e igual a 1 cuando zx es racio- 
nal, es discontinua para cada uno de los valores de zx, 

Averiguar si son continuas y construir la gráfica de las 
siguientes funciones: 





A E 
332. y=lim q (z>0). 
333. y=1im (zarctg nz). 


m0 
334. a) y=sgnzx, b)y=zsgnx=, CC) y=sgn (sen z), donde 
la función sgnz se determina por las fórmulas: 
+4 si 2>0, 
sgnz= 0, si z=0, 
1 4, si 0. 
335. a) y=2—E(z). b) y=xE (2), donde E(x) es la parte 
entera del número z. 
336. Dar un ejemplo que demuestre que la suma de dos fun- 
ciones discontinuas puede ser una función continua. 


337*, Sea a una fracción propia positiva que tiende a cero 
(0<a<1). ¿Se puede poner en la-igualdad 


ElM+09)=E(1-0)+1, 


que se verifica para todos los valores de a, el límite de la can- 
tidad a? 
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338. Demostrar, que la ecuación 
2—3r41=0 


tiene una raíz real en el intervalo (1, 2). Calcular aproximada- 
mente esla raíz. 


339. Demostrar, que cualquier polinomio P (x) de grado impar 
liene por lo menos una raíz real. 
340. Demostrar, que la ecuación 


tgr=x 


biene una infinidad de raíces reales. 


Capítulo 11 
DIFERENCIACION DE FUNCIONES 


1, Cálculo directo de derivadas 


1. Incremento del argumento e incremento de la 
función. Si x y x, son valores del argumento z, mientras que y=/f (2) 
e yy=1 (21) son los correspondientes valores de la función y=f (2), 


Ar=x—z 
se llama incremento del argunento z cn el segmento [x, 21), y 
Ay=Y1—Y, 
O sea, 
Ay=1(2)—1(2)=/ (24-42) —] (2) (m 


recibe el nombre de incremento de la función y en este mismo sogmenio |, -,] 
(fig. 11, dondo Ar=MA y Ay=AN). La razón 


by 
da 


representa cl coeficiente angular de la secante MN de la gráfica de la 









¿NIG YO 


2 
ezóia 


función y=1(=) (fig. 11) y se Jlama velocidad media de variación de la fun- 
ción y en el segmento (<, 2-42). 
Ejemplo 1. Para la función 


y=2—5:40, 
calcular Ax y Ay, correspondientes a las siguientes variacionos del argumento: 
a) desde z=1 hasta -=1,f; 
b) desde 2=3 hasta -=2. 


42 Diferenciación de junciones 





Solución. Tenemos: 
a) Az=1:1—1=0,1, 
Ay=(1,12—5-1,1 +6) —(12—5»4 +6) =—0,29; 
b) A2=2=3=—1, 
Ay=(22—5-246)—(32—5.3-4+6)=0. 


Ejemplo 2. Hallar, paro la hipérbola y=-L, el cooficiento angular 
do la secante que pasa por los puntos, cuyas abscisas son 2=3 y 2 =10, 





Solución. Aquí Ar=10—3=7; v=5 =p =p Lo 





. Por consiguiente, £= 





2. Dorivada, Derivado y'=-L do la función y=/(z) con respecto 


al argumento x= se llama al límite de la razón e, cuando Az tiende 
a cero, es docir 

lim 3 

e Eo Az” 


si dicho límite existe. 
El valor do la derivada nos lo da el coeficiente angular de la tangonte 
MT a la gráfica do la función y=f(x) en el punto z (fig. 11): 
y =tg 0. 
La operación de hallar la derivada y” recibe el mombre du derivación 
de la función, 
La dorivada y*=/' (x) ropresenta la velocidad de variación de la función 
en el puato z. 
jemplo 3, Hallar la derivada de la función 
y=22. 
Solución, Aplicando la fórmula (1) tendremos: 
Ay=(2+47)2—22=2742 + (47)2 





d A 
yo, 
dr 224 4%. 
Por consiguiente, 
ii > e ES 
Jim 57 = Jim, (27442) 22. 
3%, Derivadas laterales. Las oxpresiones 
» im 1E+4D—1() 
(2) = lim EA 
12 (2) ad de 
y 
14()= lim teria 


Ax++o Az 
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se llaman respectivamente derivadas a la izquierda o a la derecha de la fun- 
<ión f(z) en el punto z. Para que exista f' (z) es nocosario y suficiente que 


)=1 (2). 
Ejemplo 4. Hallar f: (0) y f (0) para la función 


He=/zl. 
Solución. Por definición, tenemos que 
e lart__ 
Ela 4, 
sa a Buba 
20 Un, só 


4. Derivada infinita. Si en un punto determinado tenemos que 
im LE+40—1(2) 
PE Az 


co, 


se dice, que la función continua f(x) tiene dorivada infinita on el punto z. 
En este Caso, la tangente a la gráfica de la función y=f (x) será porpendi- 
cular al eje OX. 

Ejemplo 5. Hallar /' (0) para la-fuación 


3 
en y=Yz. 
Solución. Tenemos: 





> a VAR ae 
0 ¿par 

341. Hallar el incremento de la función y=x*, correspondiente 
al paso del argumento: 

a) do z=1 a 1,=2; 

b) de z=1 a x,=1,1; 

c) de z=1 a 2,=1+h. 

342. Hallar Ay para la función y=/Z, si: 

a) z=0, Az=0,001; 

b) -=8, Ar= —9; 

0) 2=4, Az=h, 


343. ¿Por qué, para la función y=2xW4-3 se puede determinar 
el"incremento Ay, conociendo solamente que el incremento corres- 
pondiente es Ár=5, mientras que para la función y=x? no puede 
hacerse lo mismo? 


344. Hallar el incremento Ay y la razón a para las funciones: 











a) y mar , cuando z=1 y Az=0,4; 
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b) y=V 7 cuando z=0 y Az=0,0001; 
c) y=1lgx cuando z=-100.000 y Az= —90.000. 


345. Hallar Ay y ze, correspondientes a la variación del argu- 
mento desde x hasta z--Az, para las siguientes funciones: 


a) y=ax+b; d y=Vz; 
D y=*; e) y=2"%; 


c) u=t; )y=Inz. 


356. Hallar el coeficiente angular de la secante a la parábola 
y=2:1—2, 
si las abscisas de los puntos de intersección son: 

a) 2=1, 722=2; 

b) 2¡+=4, 23=0,9; 

6) 2i=1, 1=1+h. 

¿Hacia qué Jímite tiende el coeficiente angular de la secante 
en el último caso, si h-=> 0? 

347. ¿Cuál es la velocidad media de variación de la función 
y=x* en el segmento 1<z<4? 

348. La ley del movimiento de un punto es s=2124-314+5, 
donde la distancia s se da en centímetros y el tiempo £, en segun- 
dos. ¿A qué sorá igual la velocidad media de esle punto durante 
el intervalo de tiempo comprondido entro t=1 y t=5? 

349. Hallar la pendiente media de la curva y=2* en el seg- 
mento 1 << 5. 

350. Hallar la pendiente media de la curva y=f(x) en el seg- 
mento [x, x4-Az]. 

351. ¿Qué se entiende por pendiente de la curva y=f(z) en un 
punto dado z? 

352. Definir: a) la volocidad media de rotación; b) la velocidad 
instantánea de rolación. 

353. Un cuerpo calentado e introducido en un medio cuya 
temperatura sea menor, se enfría. ¿Qué debe entenderse por: a) vo- 
locidad media de enfriamiento; b) velocidad de enfriamiento en un 
momento dado? 

354. ¿Qué debe entenderse por velocidad de reacción de una 
substancia en una reacción química? 

355. Sea m=f(x) la masa de una barra heterogénea en el 
segmento [0, 2]. ¿Qué debo entenderse por: a) densidad lineal media 
de la batra en el segmento [x, z4+ Az]; hb) densidad lineal de la 
barra en el punto z? 
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356. Hallar la razón , para la función yal, en el punto 
w=2, si: a) Ar=1; b) Ar=0,1; c) Ar=0,01. ¿A qué será igual 
la derivada y” cuando z=2? 

357**, Hallar la derivada de la función y=tg x. 


358. Hallar y' = lim qe para Jas funciones: 
Ax=+0 
a) y=w; o) y=Vz; 
1 
Du= d) y=ctgz, 


359. Calcular f' (8), si /()=VZ. 

360. Hallar f'(0), $ (1) y F£Q), si f(x) =2(2—1) (2—2). 

361. ¿En qué puntos la derivada de la función f(x)=xw* coin- 
cide numéricamente con el valor de la propia función, es decir, 
1(2)=/f (0)? se 

362. La Jey del movimiento de un punto es s=52*%, donde la 
distancia s viene dada en metros y el tiempo £, en segundos. Ha- 
llar la velocidad del movimiento en el instante (=3. 

363, Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva 
y=0,1x*%, trazada en el punto cuya abscisa es z=2. 

364. Hallar el coeficionte angular de la tangente a la curva 
y=senz= en el punto (11; 0). 

365. Hallar el valor de la derivada de la función Ha)= 
en el punto 2= 2x4, (205 0). 

366*, ¿A qué son iguales los coeficientes angulares de las tan- 


gentes a las curvas y=2 e y=a2*, en el punto de su intersección? 


Hallar el ángulo entre estas tangentes. 
367**, Demostrar que las siguientes funciones no tienen deri- 
vadas finitas en los puntos que se indican: 


a) y=V 2 en el punto z=0; 
b) y=Y2z—1 en el punto 2=1; 


e) y=|coszx| en los puntos 2=%Y a (£=0, +41, +2...) 


2, Derivación por medlo de tablas 


1. Roglas principales para hallar la derivada. Sic 
es una constante y u=q (=) y v=wp (=) son funciones derivables, se tione: 


1) (c) =0; 3) (U+0) =u' +0"; 
2) (0) =1; 4) (cu) cu": 
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5) (uy =u votan; 6) (2) da (2 0); 
» (2) =-2 (00). 


2. Tabla de las derivadas de las funciones princi- 
palas, 




















(EY nana, XIL. (6%) mer. 
A W= (z >0). XII. insy=t (2 >0). 
HL. (sen x)'=008 2. X1V. (log 2)'= == Peor 
(2>0, a>0). 
TV. (cos 2)'= —sen z. XV. (sha =chz. 
Vo (a XVI. (chz)'=shz. 
”= 1 E A 
VI. (olga) =— dz XVII. (he) => 
. 4 1 
VII. (aresen 2)' =— - XVII. (0th 2) == $5 
(I21<4). 
VII. (arccos 5)! mu E XIX. 
: (I=|<1. 
IX. (arotg 2) m3 Xx ; 
á Ñ (Jz>b. 
X. (arcotga! == 37 > XXI (Arthz)= 3 
flo. 
XL (%)=0* Ina. XXI. (Aroth 2) =— 27 
(l21>D. 


3", Regla para derivar das funciones compuestas. 
Si y=/(9) y u=q(z), es decir, y=f[p(z)], dondo las funcionos y y « 
tienen derivada, so tiene 


YY (1) 
vu en otras notaciones 
dy _dy du 
de du de" 


Esta regla puedo aplicarse a cadenas de cualquier número finito de funciones 
derivables. 


Ejomplo 1, Hallar la derivada do la función 
y =(2%—224-3)5. 


Solución. Haciendo y=u5, donde u==*%-—2x-+3, de acuerdo con 
la fórmula (1) tendremos: 


y =(u5), (12 —224-3),,=5u1 (202) =40 (24) (22—22p- 3)4 
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Ejemplo 2. Hallar la derivada de la función 
y=sew ás. 


Solución. Haciendo 


hallamos 


368, 
369. 
370. 
371. 
372. 
373, 


374, 


390. 
391. 


392. 


393. 
394. 


395. 1 


y=u%, u=S0D0; 


V==ár, 


y' =3u2-cos v-4=12 sent4z cos 4x. 


Hallar las derivadas do las siguientes funciones (en los N% 368—408, 
no se emplea la regla do derivación de funciones compuestas): 


Á. Funciones algebraicas 


y=*—40 4233. 
y=+- + a+22—0.57. 


y=ar+bi+ce. 
5 

y — + 

y=ar + pinta, 
aro 
"Va 


y=2+4In2. 


Y 5 
375. y=3108—224 4473, 


376". y=2* Y 2, 














377. y= Ys -+ 
378. y= E E 
37. y= EE 
260. yt 
381. y= e 


B. Funciones trigonométricas y circulares inversas 


y=5senz-+3c0szx. 
y=tgx—ctgz. 
sen 7--c0s 2 


US ados * 


. y=2tsen1—(t*—2) cost. 


386. y =arctgx+ arcelg x. 
387. y+xctgz. 
388. y=xaresen z. 


389. y= (142 nuBz=> 3 


C. Funciones exponenciales y logaritmicas 


yes”. 


y=(=—1)e”. 





“cos 2. 
2142) e. 


396. y=e" aresen x. 
a 
397. y=É. 
398. y="Inz—F. 
399, y=l+21n2 22. 


400. y=Inzlgr—1Inalog, z. 
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D. Funciones hiperbólicas e hiperbólicas inversas 





401. y=xshxz. 405. y =arctg —Arth x. 
402. y= = 406. y =arcsenz Arsh z. 
403. y=thx—z. 407. y= 4rhz. 
404, y=3p2z, 408, y= LB. 


E. Funciones compuestas 


Hallar Jas derivadas de las siguientes funciones (en los N” 
409-—466, es necesario aplicar la regla para derivar funciones 
compuostás de un argumento intermedio): 

409**, y=(1 4-32 52*)90, 

Solución. Designemos 1+4-3z—512=u; entonces y=u%, Tendremos: 

y; =30u%9, u=3—10z; 
y =30u20.(3— 102) =30 (1 + 32 —52%)2P.(3—102). 
_fartbyo 
410. (EE) : 


411. (y) =(Qa+ 3by)*. 
412. y=(3+ 2231. 


3 4 1 
413. y= 56221) 24 (221) 40(22— 1) * 
414. y=/1=2. 


445. y=V poa, 
416. y=(0— y, 
417. y=(3—2sen x)*. 


Solución. y'=5(3—2scn 2)-(3—2 son 2)'=5 (3-—2 sen 1)+(—2008 1) = 
= —10 cos x (3—-2 son 1)4. 


418. y=tge— ia Ligia. 
419. y=Y ctgr—Y ctga. 

420. y =2x45c08* x. 

421%. x=cosee? [+ sect. 


3 1 
22 ()=—q* 
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1 1 
423, U= dz sz" 


424. y=/ ERA. 
425. y=¡/ a » 
426. y=V TTarcsen z. 
427. y=V A xy. 
428. y===— 47 $ 
429. y=Vzi*Fz. 
430. y=/Z—2*+1+l0z, 
431. y =sen3x-+cos7+tgV z. 
Solución. y =cos d2-(32y sen E (E) 4 
1 E hs 

UA Vi cost yz" 
432, y=sen(2*—51241)+tgh. 
433. f(x) =cos (ax + P). 
434, f (t) = sen t sen (t-+ q). 


1+c0s 27 
a 


E ———= (Y 2) =3 00532 — 


cos? 


436. f()=acagH. 
437. y= —¿0os (52?) —¿ cosa. 
438. y =arcsen 27 
: A: 
Solución. y “YT (21) = Y rd 





439. y =arcsen X . 446. f()=1sen2". 

440. f(x) =arccos Y z. 447. y=arecose”. 

444, y=arctg2. 448. y=In(22+7). 
442. y—arcetg E A 449. y=1gsen z. 

443. y=50=", 450. y=1n (1—2%). 

444. v=> 451. y=l0*x—1n(In2). 
445. y =x2410% 


4-4016 


50 
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452. y=1n(e"4+5senz—4arcsenz). 
453. y=arctg (In a) +1n (arctg 2). 
454. y=VTaz+p1+i(Yz+1). 

E. Funciones diversas 
455**, y = sen? Dx cos? 5 : 


11 E 
456. y= — EDITE" 
15 10 1 


A. Y — TIE ZN 





ES 8 
458. y= rad 5 
VR 


459. y = 

460. == 5 vaa 
46 == _ 
0-17 ON 


AE AA 
463. VNF 


464. y=1 y. 
465. y= (02, 
ban ym 

ca 9 3 2 4 
O o IS 
468. y=(a+ 2) Y a—z. 
469. y=V (+0) (140) (140). 
470. 2=Vy+Vy- 
AO) (+) (42) BLE Z. 
472. ETS 
473. y=n(YiF*-0D-m(V1F*+1). 
474. y= ¡500 z (3eosta— 5)- 
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475. y= ME TD 4 0 gr) 
3t3z 

476. y=1tg*5x. 

477. y == sen (2%). 

478. y=sen? (£5). 

479. y=3senxcos* x-+ sen? z. 





480. u=htga— ea 


cos 2 
481. y tg 


482. y=Vasetzp pos, 
483. y =arcsen a* -+arccos 22. 


484. y= z £ carcsen 2)? arccos z. 





485. y=arcsen A A 


486. y =areson 





e E 
Vita * 


487. y= Arccosa 


0 
488. y == ereson (2 vi) 8 
489. y=V a 2% + a arcsen + S 





490. y =2/ 44 at arcson E á 

491. y=arcsen (1—«) + Y 2321 

492. y= (2 -4) arcsen 245 Y 2328 
a 

493. y = In (aresen 5). 

494. y =arcson (In z). 


zon 
zeosa * 


2 Sta] 7+4 
496. y=q arg —— 4 


497. y=3b%arctg / E-— (80420) VGA, 


498. y= —V Zarcctg zz. 


495. y=arctg = 








—z 


Diferenciación de funciones 





499. y=/. 
500. y = =esen * 


501. F (2) =(2ma"* + b)?. 
502. F (1) =e% cos ft. 


2, _ (esonfz—Boos Pa) 0% 
503. y = ES EH. 


504. y=pe* (3 sen 3z— cos 32). 

505. y=x"a-", 

506. y= ¿a 

507. y= Se 

508. a 

509. y=In(2+ Y a3+ 23). 

510, y=2—2/2+21n (142). 
511. y=In(a+2+ Y Zaz+ 27). 


512. y= mz: 
513. ymtacos=. 
514". y=n E 


515. y = IE 7EA. 


516. y= — + ntgz. 

517. y=3V P= E ¿—a3). 
518. y=1n In (322). 

519. y=51n* (az +0). 


Ya Fd4z 
0 
za 


521. y=In(*—0) +3 Mm A 


522. y=x-sen (m2) da 


4 cosz 
2 soniz * 


523. y=>$IntgF- 
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524. fl A. 


—20+1 
525. y= Mn. 
526. y =2%%%% 1 4 — arecos 31)2. 
5 paste y 1 Sen ar 
27. y=3 HE cosa 


2 teF+2-V3 
VE +24 Vs 


529. y=arctglnz. 


528. y= 


530. y = In arcsen 24510 x-+aresenin z. 


531. y =arctg in ñ 


15 
532. =P arorg JET ln <= a 
533. pi 


1—VYsenz 


534. y 04144144 


535. 1710149) In(—24 1) 430087. 


536. f(x) = a MV I=A, 
537, y=sh'2x, 
538. y=e%=ch fx. 
539, y=1h*2z. 
540. y=Insh 2r. 

2 

541. y=Arsh 2 » 
542. y=Archlnz. 
543. y =Arth (tg x). 
544. y=Arcth 2): 


545. y=Arth 27 


Za E + arta. 





a 
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546. y=3(*—1)Artha+ a. 


547. y= (504) Arhe—Lay TFR. 
548. Hallar y', si: 

a) y=]x| 

b) y=x=|x). 
Construir la gráfica de las funciones y e y'. 
549. Hallar y', si 


y=1Im|7] (20). 

550. Hallar f' (2), si 
n= 
551. Calcular f'(0), si 


1 (2) =e"* cos 3x. 
Solución. f' (2)==e* (—3sen 32) —e-* cos 32; 
' (0)==e0 (—3sen0)—0 cos0=-—1. 


552. $ (2)=1n(1-+ 2) +aroson <. Hallar f' (1). 


1—z cuando 2<0, 
e cuando z>0. 


Es qe dy 
553. yt. Hallar (2D... $ 


dz 
554. Hallar f, (0) y f.(0) para las funciones: 
a) f()=V sn (7); 


» Ha) =aroson EE 
) ==, 20 (0) =0; 


4er 
d) f()=22s0ml, 20; F(0,=0; 





0) fa)=esen=, 240; /(0)=0. 

555. Dada la función f(x) =e"*, hallar f (0) +xf' (0). 

556. Dada la función f (1) =V IF 2, hallar f (3) + (2—3) f' (3). 
557. Dadas las funciones f(x=tgx y q()=In(1—2), 


f'(0) 
hallar FO" 
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558. Dadas las funciones f(2)=1—x y q(x)=1—sen-" 
hallar + % 

559, Demostrar que la derivada de una función par es una 
función impar y la de una función impar, es par. 

560. Demostrar que la derivada de una función periódica os 
uña función también periódica. 

561. Demostrar que la función y=xe"* satisface a la ecuación 
ay =(L—2)y. 











562. Demostrar que la función y=xe ? satisface a la ecuación 
ay =(1—2%) y. 


563. Demostrar que la función y= 
ecuación ay =y (y lnz—1). 


1 s 
COSTE NON satislace a la 


F. Derivada logarítmica 


Se llama derivada logarítmica de una función y=f(z), a la dorivada del 
logaritmo de dicha función, es decir, 


Fo) 
Ho 


La logaritmación previa de las funciones facilita en algunos casos el 
cálculo de sus dorivadas. 


Ejemplo. Hallar la derivada de la función exponencial compuesta 
yw, 





iso E 
Unyy= a 


donde =p (2) y v=y (2). 
Solución. Tomando logaritmos, tondremos: 
la y=w1n u. 
Derivando los dos miembros de csla igualdad con respecto a 
(n y 0" Inu+v (In uy”, 


o 

Ly mo" InupoL a, 
de donde 

ys (m0), 
o sea, 


y 0 (1 up). 
564. Hallar y”, si 





3, ix 
V=Y2 172 sen? zx cos? xr. 
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Solución. In y=5Inz+in(1—2)—In (1422) +3 In sen +2 1n cos 2; 


14, 24, (4 20 1 2 son x 
ye 2 TA 
de donde 
, 2 1 2x 
y (15-743 00—2tgx) Ñ 


565. Hallar y”, si y=(sona)". 
Solución. Iny=z ln sen x; GV =Insen $e ctga; 
y'= (sen z)* (In sen +2 ctg 2). 


Hallar y”, tomando previamente logaritmos para la función 


y=1 (0): 


566. y=(0+1)(22+1) (8244). 574. y=Y/2. 

29 -) 
e 575, y=2Y3, 
568. y=y/ ZE. 576. yea”, 


Ser” 
569. y=oy. Em > 577. y=asenx, 


E (e—2)2 
0 1 A 


S 21 S EA 
571. y= ERE" 579. y=(14+2) > 


572. y=x", 580. y= (arctg x)*. 
573. y=2". 


578. y=(cos 2) "*, 


$3. Derivadas de funclones que no están dadas explicltamenta 


1. Dorivada de la función inversa. Si la derivada 


de la fanción y =f(=) esjy¿ +0, la derivada de la función inversa 
x=f-Ly) será 

dE 

*y 
o Sta, 





S 


Y 
E 
a 
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Ejemplo 1. Hallar la derivada To si 
y=2+Inz. 
+ ti 
z 





Solución. Tenemos u=t+to ; por consiguiente, 


z 
pi” 


2”. Derivadas de funciones dadas en forma paramé- 
trica. Sila dependencia entre la función y y el argumento = viene dada 
por medio del parámetro £ 





== 


2=q(), 
y=Y (0), 
se tiene, 
,_Y% 
=p 
0 con otras notaciones, 
dy 
dy _ de 
de dz 
ar 


A Yo 
Ejemplo 2. Hallar a? Si 


plenaria 

y =aA sen t. 

Solución. Hallamos F=—a sent y AY mocos. De aquí quo, 
dy acost__ 
das BA 


3%. Dorivada de la función implícita. Si la dependencia 
entro z e y viene dada de forma implícita 
Fe, y)=0; (1) 


para hallar la derivada y =y”, en los casos más simples, bastará: 1) calcular 
la derivada con respocto a = del primer miembro de la ecuación (1), consi- 


derando y función de x: 2) igualar esta derivada a cero, es decir, suponer que- 
d 
3 Fen=0 (2 
y 3) resolver la ecuación obtenida con respecto a y”. 
Ejemplo 3. Hallar la derivada yz, si 
234 y9—301y=0. (5 


Solución. Calculando la derivada del primer miembro de la igual- 
dad (3) e igualándola a cero, tendremos: 


3224 3y2y" —3a (y+=y")=0, 


58 Diferenciación de funciones 


de donde 


ay 
Y 





581. Hallar la derivada z;, si 

a) y=3142%; 

b) y=>— + sen x; 

c) y =0,1x 4 .er/2, 

Calcular la derivada y=Y do las funciones y siguientes, 
dadas en forma paramétrica: 











=2U—1 
582, |* 1 
y=8. 
1 
=> 
pr? 
so. | FONE 
v=(++1) 
Lat 
584 =p 
uuss a (1-22) 
1747 
3at 
de 
10 > 
585. Bas 
V=iF" 
E 2=Vt, 
586. 977 
Lty=Vt 
=VBEF1, 
587. ti 
WEA 
588, x=a(cost + ¿sen !), 
3 y =4(sent—£eost). 
589 z=acos t, 
i y=bsen?i. 
590 r=acos8f, 
; y=bsen, 
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cosi t 


Y cos2 * 





B 
594. [ 2=a (Intg-7+00s:—sent) 5 
y = a (sen ¿4008 1). 


dy coi 
595. Calcular =7- para ¿==3, si 


[x=a (t—sen £), 
L|y=0 (1—cos1). 


xa 
sen 
ión Y_ _ asent  _ sent dy a E 
SUMA AS LT 4e) nn” IA 
57 1008 7 
3 x<=tlnt, 
596. Hallar se para 1=4, si mt 
== 
t 
, dy a _fzu=etcost, 
597. Hallar de Para t=-, si o La 


598. Demostrar que la función y, dada por las ecuaciones 
paramétricas 
2=2 +3, 
y=04428, 
satisface a la ecuación 
dy y dy y 
(52) +2 (32) > 
599. Para z=2 se cumple la igualdad 
a=2z. 
«¿Se deduco de ésto que 
(2) =(22) 
para T=2? 
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600. Sea y=V a*—a?. ¿Se puede derivar miembro a miembro 
la igualdad 
24 y=a? 
Hallar la dorivada y =L de las siguientes funciones implí- 
citas y: 





601. 22-—5y+10=0. 612. arctg (1 + y) 
602. +=. 613. =x+y. 


603, 5-4 y=02, 614. Ina4e”* 
604, 24 2y+y?=0. 615. Iny+2=0. 
005. Vi+Vy=V 2. $ 
606. VE YP=YV A. 


l. 





616. arctg z = SS ln (22 + y3).. 


¡=P y E ip 

607. y =HZ. 617. VE FY=carctg E 

608. y—0,3sen y=x. 618. 22 =y”, 

609, "(a+ y)=b. 619. Hallar y” en el punto 
acos* (1 -+- y) A 


610. tgy=xy. 
S 5 
611. ay +arctg—. iii 


Solución. Derivando, tenemos: 2y'"=y2343zy%y'. Haciendo r=1 e 
y=1, obtonemos 2y'=1-+3y', de donde y” =—1. 
620. Hallar las derivadas y” de las funciones y, que se dan a conti- 
nuación, en las puntos que se indican: 
a) (a+ y)?=27 (1—y) cuando z=2 e y=1; 
b) ye =e**L cuando z=0 e y=1; 


co) y=x-+In Y cuando r=4 e y=1. 


S 4, Aplicaciones geométricas y mecánicas de la derlvada 


1”, Ecuaciones de la tangente y de la normal. De la inter- 
pretación geométrica de la derivada se deduce, que la ecuación de la tangente 
a la curva y=f (2) o F'(z, y)=0 on el punto M (zp, Yo) es: 


Y—V0=V0 (2— 20), 


dondo y; es el valor de la derivada y” en el punto M (o, Yo). La recta, 
e a la tangento, quo pasa por el punto de contacto de ésta cow 
la curva, recibe el nombre de normal a dicha curva. Para la mormal tendre- 
mos la siguiente ecuación: 


+ (YY) =0 
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2. Angulo entre curvas. Por ángulo formado por las curvas 
y=f1(x) 
y=f2(x) 


<n su punto común Mo (o, Yo) (fig. 12) se ontiende el ángulo + que forman 
<ntro sí las tangentos a estas curvas M¿A y MyB en el punto Mo. 

Por la conocida fórmula de Geometría “Analítica obtenemos: 
fil) —fi tz) 

1441 (ro) +/3 (20) 

3”. Segmentos, relacionados con Ja tangente y la nor- 
mal, para el caso de un sistema de coordenadas roctan- 
gulares. La tangente y la normal doterminan los cuatro segmentos 
Siguientes (fig. 13): 

t=7M, llamado segmento tangente, 
Si=TK, subtangente, 

n=NM, segmento normal, 
Sn =KN, subnormal. 


Como KM=|yol y tg p=yi, se tiene 

Y 7 

LV TE): 

n=NM=|Y VIH 1 
=1Ik=|Y 

TE | Y 


o 





tgo= 





t=TM 








+ Sn=] oyo» 


4%. Segmentos, ralacionados con la tangento y la 
normal, para el caso do un sistema do coordonadas po- 
lares. Si la curva viene dada en coordenadas polares por la ecuación 


Y 





y=2 (a) 





Fig. 12 Fig 13 


r=f(p), el ángulo u, formado por la tangente M7 y el radio polar r=0M 
(fig. 14), se determina por la tSemula slghianto: ES dá . 


do _r 
tep=r =7 + 


La tangente M7 y la normal MN en el punto M, junto con el radio polar 
del punto de contacto y la perpendicular a dicho radio trazada por el 
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polo O, determinan los cuatro segmentos siguientes (véase la fig. 14): 
t=MT, segmento de la tangente polar, 
n=MN, segmento de la normal polar, 
S¿=0T, subtangente polar, 
Sn==0N, subnormal polar, 
Estos segmentos se expresan con Jas siguientes fórmulas: 
2 
¡=MI= VPF, S¿=0T= Al - 
n=MN=VF(m; S=0N =|r' |. 
621. ¿Qué ángulos p forman con el ejc OX las tangentes a la 
curva y=x—u* en los puntos cuyas abscisas son: a) 2=0; 
hb) 2=1/2: c)1=1? 


Solución. Tenemos 
b) tgp=0, p=0% e) tgp= 

















1—2z, Do donde: a) tgp=1, p=45; 
a A 





Fig. 14 Fig. 15 


622. ¿Qué ángulos forman con ol eje de abscisas, al cortarse 
con éste on el origen de coordenadas, las sinusoides y=senw 
e y=sen2w? 

623. ¿Qué ángulo forma con el eje de abscisas, al cortarse 
con óste en el origen de coordenadas, la tangentoido y tg x? 

624. ¿Qué ángulo forma la curva y=e%%% con la recta 2=2 
al cortarse con olla? 

625. Hallar los puntos en que las tangentes a la curva y= 
= 321 423—122? 4-20 sean paralelas al eje de abscisas. 

626. ¿En qué punto la tangente a la parábola 


y=2—7124+3 


es paralela a la recta 524y—3=0? 
627. Hallar la ecuación de la parábola y=x*+bx+c, que es 
tangente a la recta r==y en el punto (1; 1). 
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628. Determinar el cocficiente angular de la tangente a la 
curva 237 y9—2y—7=0 en el punto (1; 2). 
629. ¿En qué punto de la curva y?=22% la tangente es per- 
pendicular a Ja recta 4x—3y--2= 0? 
630. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la parábola 
v=V3 


en el punto cuya abscisa os =4. 
1 
Solución. Tenemos == de aquí que, el coeficiente angular 
E 
de la tangente será Y ha + Como el punto de contacto lieno las 


1 
coordenadas z=4 e y=2, la ecuación de la tangente es y—-2=7 (24), 


o bien, —4y+4=0. 
En virtud de la condición de perpendicularidad, el coeficiente angular 
do la normal es: 





4, 
de dondo la ecuación de la normal es 
y—2=-—4(2—4), o bien, 4r4+y—18=0, 
631. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la 
curva y =%%4-24?—42—3 en el punto (—2; 5). 
632. Hallar las ecnacionos do la tangente y de la normal a la 


curva 
y=Wz-1 
en el punto (1; 0). 


633. Hallar las ecuaciones de las tangentes y de las normales 
a las siguientes curvas en los puntos que se indican: 

a) y=tg2w en el origen de coordenadas; 
2 en el punto de intersección con el ojo OX; 

6) y=arccos 3x en el punto de intersección con el eje OY; 

d) y=1nxw en el punto de intersección con el eje OX; 

e) y=e!-=* en Jos puntos de intersección con la recla y=1. 

634. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva 





b) y =arcsen 





1+£ 
E: el 

8 1 
== +3 


en el punto (2; 2). 
635. Escribir la ccuación de la tangente a la curva 
x=1tcost, y=isent 
x 


en el origen de coordenadas y en el punto =p. 
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636. Escribir las ecuaciones de la tangente y de Ja normal a 
la curva 2*-! y?+22—6=0 en el punto cuya ordenada es y=23. 

637. Escribir la ecuación de la tangente a la curva 25+y5— 
—22y=0 en el punto (1; 1). 

638. Escribir las ecuaciones de las tangentes y de las normales 
a la curva y=(2—1)(x—2)(2—3) on sus puntos de intersección 
con el eje de abscisas. y 

639. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva y* =4x*-- 6zy en el punto (1; 2). 

640*. Demostrar que el segmento de tangente a la hipérbola 
xy=a*, comprendido entre los ejes de coordenadas, está dividido en 
dos partes iguales por el punto de contacto. 

641. Demostrar que cn la astroide 124 y?*/s=a*/s el segmento 
tangente, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene magni- 
tud constante e igual a a. 

642. Demostrar que las normales a la envolvente de la circun- 
ferencia 

x=a (cost -+-tsent), y=a (sen t —tcost) 


son tangentos a la circunferencia 2*+y*=a2?. 

643, Hallar el ángulo de intersección de las parábolas 

y=(2-2 e y=—4+6r—a?. 

644. ¿Qué ángulo forman entre sí las parábolas y=x* e y=x%* 
al cortarse? 

645. Demostrar que las curvas y=42*+42x—8 0y=x*%-—x+10 
son tangentes entre sí en el punto (3; 34). ¿Ocurrirá lo mismo en 
el punto (—2; 4)? 

646. Demostrar que las hipérbolas 

xy=a? y —y=b* 
se cortan entre sí formando un ángulo recto. 

647. So da la parábola y?=4x. Calcular la longitud de los 
segmentos tangente, normal, subtangente y subnormal en el punto 
1; 2). 

S dls. Hallar la longitud del segmento subtangente de la curva 
y=2* en cualquier punto de la misma. 

649. Demostrar que la longitud del segmento normal a cual- 
quier punto de la hipérbola equilátera x?—y?*=a? es igual al radio 
polar de dicho punto. 

650. Demostrar que la longitud del segmento subnormal do la 
hipérbola 22—y?=a*, en un punto cualquiera de la misma, es 
igual a la abscisa do dicho punto. 

651. Demostrar que los segmentos subtangentes de la elipse 


+ G=1 y de la circunferoncia 2?+y*=a*, en los puntos de 
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abscisas iguales, son iguales entre sí. ¿Qué procedimiento de cons- 
trucción de la tangente a la elipse se desprende de lo antedicho? 

652. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, 
subtangente y subnormal a la cicloide 


zx =a4 (t —sen £) 
y=4 (1 —cost) 
en un punto cualquiera ¿=fy. 

653. Hallar el ángulo que forman entre sí la tangente a la 
espiral logarítmica 

r=aeho 
y el radio polar del punto de contacto. 

654. Hallar el ángulo entre la tangente y el radio polar del 
punto de contacto para la lemniscata r*=a* cos 2p. 

655. Hallar las longitudes de Jos segmentos polares: tangente, 
normal, subtangente y subnormal y el ángulo que forman entre 
sí la tangente y el radio polar del punto de contacto para la espi- 
ral de Arquímedes 

r=ap 
en el punto de ángulo polar p=2x1. 

656, Hallar las longitudes de los segmentos polares: subtan- 
gente, subnormal, tangente y normal, y el ángulo que forman 
entre sí la tangente y el radio polar para la espiral hiperbólica 
r=— en un punto arbitrario p=Qo; T="0. 

657. La ley del movimiento de un punto sobre el eje OX es 

t=31—1. 
Hallar la velocidad del movimiento de dicho punto para los instan- 
tes tp=0; £,=1 y t¿=2 (z se da en centímetros; £, en segundos). 

658. Por el eje OX se mueven dos puntos que tienen respecti- 
vamente las leyes de movimiento 

z=100+ 5 
Y 


2=3P, 


donde ¿>0. ¿Con qué velocidad se alejarán estos puntos, el uno 
del otro, en el momento de su encuentro (+ se da en centímetros; 
£, en segundos)? 

659. Los extremos de un segmento AB=5 m. se deslizan por 
las rectas perpendiculares entre sí OX y OY (fig. 16). La veloci- 
dad de desplazamiento del extremo A es igual a 2 m/seg. ¿Cuál 
será la velocidad de desplazamiento del extremo B en el instante 


51016 
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en que el extremo A se encuentre a una distancia OA=3-m. del 
origen de coordenadas? 

660. La ley del movimiento de un punto material, lanzado en 
el plano vertical XOY (fig. 17), formando un ángulo « respecto 
al horizonte, con una velocidad inicial vp, viene dada por las fór- 
mulas (sin tomar en consideración la resistencia del aire) 


ge 
T= Vel COSA, Y = Vel sena — E, 


donde t es el tiempo y g la aceleración de la fuerza de gravedad. 
Hallar la trayectoria del movimiento y su alcance. Determinar 





Fig 16 Fig 47 


también la magnitud de la velocidad del movimiento y su direc- 
ción. 

661. Un punto se mueve sobre la hipérbola y=2 do tal modo, 
que su abscisa z aumenta uniformementé con la velocidad de una 
unidad por segundo. ¿Con qué velocidad variará su ordenada, cuando 
el punto pase por la posición (5; 29 

662. ¿En qué punto de la parábola y?=18x la ordenada crece 
dos veces más de prisa que Ja abscisa? 

663. Uno de los lados de un rectángulo tiene una magnitud 
constante a=10 cm, mientras que el otro, b, es variable y aumenta 
a la velocidad constante de 4 cm/seg. ¿A qué velocidad crecerán 
la diagonal del rectángulo y su área en el instante en que b=30 cm? 

664. El radio de una esfera crece uniformemente con una velo- 
cidad de 5 cm/seg. ¿A qué velocidad crecerán el ároa de la supor- 
ficie de dicha esfera y el volumen de la misma, cuando el radio 
sea igual a 50 cm? , A 

665. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquímedes 


r=0p 
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(a=10 cm) de modo que la velocidad angular de rotación de su 
radio polar es constante e igual a 6” por segundo. Determinar la 
velocidad con que se alarga dicho radio polar r en el instante en 
que r=25 cm. 

666. Una barra heterogénea AB tiene 12 cm. de longitud. La 
masa de la parte de AM de la misma crece proporcionalmente al 
cuadrado de la distancia del punto móvil M respecto al extremo 4 
y es igual a 10 g cuando AM=2 cm. Hallar la masa de toda 
la barra AB y la densidad lineal en cualquier punto M de la 
misma. ¿A qué es igual la densidad lineal de la barra en los 
puntos 4 y B? 


S 5, Derlvadas de órdenes superlores 
4. Definición de las derivadas de órdenos superio- 
res. Derivada de segundo orden o derivada segunda de wna función y=f(2) 
se lama a la derivada de su derivada, es decir, a 
r=yy. 
La dorivada segunda se designa así: 


de 
OS 





de 
Si 2=¡(t) es la loy del movimiento rectilíneo de un punto, ¿¡x es la uco- 


leración de dicho movimiento. 
En general. la derivada de orden enésimo de la función y=j (2) os la 
derivada do la derivada de orden (2—1). La derivada enésima so designa así: 


ya, o Lo poa), 


Ejomplo 4. Hallar la dorivada de sogundo orden de la función 
y=In (1x2). 








5 is " PA Me O 1 

Solución. y=3=73w=(-) "a 
, 2. Fórmula do Leibniz. Si las funciones u=p(1) y v=wp(z) 
tienen derivadas hasta de orden enésimo inclusive, para calcular la derivada 
caia del producto de estas funciones puede emplearse la fórmula de 
cibniz 


(MU My nu 0 y 





UMD tn, 
3%, Derivadas de órdenes superiores de [unciones 
dadas en forma paramétrica. Si E did 
=p (1, 
y=Y (0, 
ES 
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dy _Py a 
sus dorivadas y/ = ro Va= A pueden calcularse sucesivamente por 
las fórmulas: 

Y A E 

L=z> == Ls =>, eto, 
Para la dorivada do 2? ordon se cumple la fórmula 
a YT 
es E 
' Ejemplo 2. Hallar y”, si 

[ Z=4 COS t, 

y=bsent. 

Solución. Tenemos: 
re (bone breost_ Bn 
VS ant ae 
y 
db 1] —1 
e: » 
Y acosDi agent PETT 


A. Derivadas de órdenes superiores de funciones explícitas. 
Hallar las derivadas de segundo grado de las funciones siguientes: 

667. y=x24+72'—52 +4. 

668. y=e". 

669. y =sen? z. 

670. y=Iny1F2. 

671. y=In(24+V 24 +22). 

672. f(1)=(1 +23) arctg z. 

673. y = (aro sen z)?. 

674. y=ach - A 


675. Demostrar, que la función y satisface a la 
ecuación diferencial 1+y”?=2yy". 

676. Demostrar, que la función y=hre satisface a la ecua- 
ción diferencial y”—2y'+y=e*. 

677. Demostrar, que la función y=C,e-* Cae? para cual- 


quier valor de las constantes C, y C2 satisface a la ecuación 
y +3y +2y=0. 


Derivadas de órdenes superiores 69 





678. Demostrar, que la función y=e*sendx satisface a la 
ecuación y” —4y' + 29y=0. 
679. Hallar y”, si y =2%—5214+72—2, 
680. Hallar 7” (3), si f(«)=(22—3). 
681. Hallar yY para la función y=1n (1+4-x). 
682. Hallar yY! para la función y =sen 2x. 
683. Demostrar, que la función y=e""cosx satisface a la ecua- 
ción diferencial yW!-+4y=0. 
684. Hallar f(0), f"(0)* f"(0) y f”(0), si 
f(x) =e*senz. 
685. La ecuación del movimiento de un punto sobre el eje OX, es 
x=100+ 5 —0,001 £3. 
Hallar la velocidad y la aceleración de dicho punto para los 
instantes 
to=0; t¡=1; t¿=10. 
686. Por la circunferencia 2?+y*=a* se mueve un punto M 
con una velocidad angular constante «. Hallar la loy del movi- 
miento de su proyección M, sobre el eje OX, si en el momento 





Fig. 18 
£=0 el punto ocupaba la posición Mo(a, 0) (fig. 18). Hallar la 
velocidad y la aceleración del movimiento del punto Mi. 

¿A qué es igual la velocidad y la aceleración del punto M, en 
el momento inicial y en el momento en que pasa por el origen de 
coordenadas? 

¿Cuáles son los valores absolutos máximos de la velocidad 
y de la aceleración del punto My? 

687. Hallar la derivada de orden n-ésimo de la función 
y=(ax+b)”, donde n es un número entero. 

688, Hallar las derivadas de orden n-ésimo de las funciones: 
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B. 


689. Hallar la derivada n-ésima de las funciones: 
a) y=senz; 


b) y =c0s 2x; 

o) y=e*; 

d) y=I (142); 
1 

e) =P a 
Ls 

Duo; 


2) y =sew a; 

h) y=In(az+)). 
:690. Empleando la fórmula de Leibniz, hallar y, si: 
a) y=x:e"; 

db) y=2*.e*"; 

<) y=(1—a?) cos x; 

d y= + j 

e) y=x* nz. 

691. Hallar [6 (0), si f(2)=1n 








—g* 


Derivadas de órdenes superiores, de funciones dadas en forma 


paramétrica y de funciones implícitas. 


2, A 
Hallar E para las funciones siguientes: 











x=l1nt, =arctg l, x= arcgen l, 
692. a: 
04 :0) le y=0; al In (44%); l yIi=A, 
T=4COS l, z=a (:—sen 1), 
693. 
dd . y Pe a PI lp 
b ¡amis t, x= a (sen t— ¿cos t), 
) =asen' t; y=a (cost -+tsen ft). 
a t=arctgl, 
694. a) | o es 1 
y=sen t; =ta, 
z=1nt, 





A 
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da z=e!cost, 


0 
696. Hallar -¿yp+ si [ cen 
=1n (141 
697. Hallar e para £=0, si ( Al ( ) 
a y=8. 
698. Demostrar que y, determinada como función de z por 
las ecuaciones z=sent e y=ae! V2 + bet V2, satisface a la ecua- 


ción diferencial 
a di 
4 2) 42 =- 2y 


cualesquiera que sean las constantes a y bh. 
Hallar r== para las siguientes funciones: 


= E 
699. ES ES% 
y=tgl. 
700 x=e" cost, 
"| y=e sent. 
yt. 
t=e", 
01. 
E eaRóN 
dy ,[2=1nt, 
702. Hallar ¿7 > Si ( ye. 


703. Conociendo la función y=f(z), hallar las derivadas 2” 
y x” de la función inversa == f”* (y). 

704. Hallar y”, si 1+y=1. 

Solución. Aplicando la regla do derivación de funciones compuestas 


tenomos 22 2yy"=0; de donde y'= E e 


(Yo 
Poniendo en lugár de y' su valor, obtendremos en dofinitiva: 
feo Pidal =—+. 
Determinar las derivadas y” de las siguientes funciones y =/ (2), 
dadas de forma implícita: 
705. y?=2px. 


706. E 4 G=1. 
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707. y=x+arctg y. 


dy de 
da Y gr * 


708. Dada la ecuación y=x-W+1n y, hallar 
709. Hallar y” en el punto (1; 1), si 
24 52y + y—224y—6=0. 
710. Hallar y” en el punto (0; 1), si 
iy +y=1. 
711. a) La función y está dada implícitamente por la ecuación 
124 2ay+y?—41+2y—2=0. 


Hallar na en el punto (1; 1). 
») Hallar LL, si 4y=0%. 


$ 6. Diferenciales de primer orden y de ordenes superlores 


1%, Diferencial de primer orden. Se llama diferencial de 
primer orden) de una función y=f(z) a la parte principal do su incremento, 





Fig. 19 


lineal con rospecto al incremento Az=dz de la variable independionte z. 
La diferencial de una función es igual al producto de su derivada por la 
diferoncial de la variable independionto 

dy=y dz. 
De aquí, que 
dy 
a 





Si MN os ol arco de la gráfica de la función y=/(z) (fig. 19), MT la 
tangente en el punto M (z, y) y 


PQ=Az=dz, 
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tendremos que el incremento do la ordenada de la tangente 
AT=dy 
y el segmento AN=Ay. 
Ejemplo 1. Hallar el incremento y la diferencial de la función 
y=328=z, 
Solución, 1%” procedimiento: 
Ay=3 (24 522—(2-+ 42) —32%4- 2 
o bien, 
Ay=(67—1) A2+3 (Az). 
Por consiguiente, 
dy= (62 —1) Az=(62—1) dz. 
2% procedimiento: 
y =61—1; dy=y' dr =(67—1) dz, 
po 2. Calcular Ay y dy do la función y=322—x, para z=1 
Y Vaución. Ay=(6:—1):82-+3 (A2)!=5-0,014+3-(0,01)2=0,0508 
y 


dy=(67—1) Az=5-0,01 =0,0500. 
2%, Propiodades fundamentales de las diferenciales: 
4) dc=0, donde e=constante. 
2) dz=Ax, donde x es la variable independiente. 
3) d (cu) =cdu. 
4) d(u + v)=du + do. 
5) A(un) =u do 0 du, 

du— 

64 (5) -52 0 +0). 


7) af (u) =f (u) du, - : 

3%. Aplicación dela diforencial para los cálculos 
ES ximados, Cuando el valor absoluto del incremento Az de la varia- 
ble independiento z es pequeño, la diferencial dy de la función y=/(x) 
y el incremento Ay de dicha función son aproximadamente iguales entre sí 

Ay *=dy, 
es decir, 
f(24-A2)—] (2) = f' (2) Az, 
do donde 
+42) =f(0)4f (2) Az. 1. 

Ejemplo 3. ¿En cuánto aumentará aproximadamente el lado de un 
cuadrado, si su área aumenta de 9 m3 a 9,1 mi? 

Solución. Si x es el área del cuadrado e y el lado del mismo, ten- 


dremos que 
y=VZ. 
Por las condiciones del problema: z=9; Az=0,1. 
Calculamos aproximadamente el incremento Ay del lado del cuadrado 
l. 


2 y9 


Ay=dy=yAr= 





-0,1=0,016 m. 
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4”. Diferenciales deórdones superiores. Se llama diferen= 
cial de segundo orden a la diferencial de la diferencial de primer orden: 
diy=d (dy). 
De forma análoga se determinan las diferenciales de tercer orden y de órde- 
nes sucesivos. 
Si y=f(2) y z es la variable independiente, so tiene 
Py=y (day, 
dy=y" (22%), 
diia. 
Cuando y=f (u), donde u=+p (1), se tiene: 
2y=y" (du)? 4 y' deu, 
diy=y" (du)? + 3y" du-d%u-+y' du, 
etc, (En este caso, las apóstrofes designen derivación con respecto a la 
variable u). 
712. Hallar el incremento Ay y la diferencial dy de la función 
y=52+x* para 2=2 y Az=0,001. 
713. Sin calcular la derivada, hallar 


dU—a%) 


para z=1 y Ar= +. 


714. El área S de un cuadrado, cuyo lado es igual a x, viene 
dada por la fórmula S==x*. Hallar el incromento y la diferencial 
de esta función y determinar el valor geométrico de esta última. 

715. Dar la interpretación geométrica del incremento y de la 
diferencial de las siguientes funciones: 

a) del área del círculo S=xx?; b) del volumen del cubo v= 23, 

716. Demostrar, que cualquiera que sea x, el incremento de la 
función y=2*, correspondiente al incremento de x en una magni- 
tud Az, es equivalente a la expresión 2%AzxIn2, cuando Az—=0. 

717. ¿Para qué valor de x, la diferencial de la función y=*? 
no equivale al incremento de esta misma función cuando Az— 0? 

718. ¿Tiene diferencial la función y=|=| para x=0? 

719. Empleando la derivada, hallar la diferoncial de la función 


Yy=008%, para =$; y Ar=3- 
720. Hallar la diferencial de la función 





2 
“yz 
para =9 y Az=—0,01. 
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721. Calcular la diferencial de la función 
y=tgz 

a =A y bi==5 
Pa. GR A 

Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, para cual- 
quier valor de la variable independiente y de su incremento: 

1 
12. y==+ 


128. y=4E7- 





72%, y=arcent . 


725. y =arcigí a 
726. y=e-". 

727. y=x1n1—2. 
728. y=In 12 


TEz * 
729. r=Ctg q + cosec q. 
730. s=arctg e. 
734. Hallar dy, si 224 22y—y*=a%. 


Solución. Teniendo en enenta la invariabilidad de la forma de la 
diferencial, tenemos: 
2r dr +2 (y dx+xdy)—2ydy=0. De donde 


2H do, 
z—y 

Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, dadas de 
forma implícita: 

732. (1+y (234 yP=1. 

z 
733. y=8 Y. 
734. NY 2+y =arctg L z 


735. Hallar dy en el punto (1; 2), si y? —y=6%. 
736. Hallar el valor aproximado del sen 31*. 





dy =— 





Solución. Tomando z=arc 30"=% y Az=0rc 1*=<pp., por la fór- 
zx 
180 





mula (1) (véase 3”) tendremos que, sen 31? = sen 30%4- cos 30% =0,500 + 


+0,047 YE ost. 
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737. Sustituyendo el incremento de la función por la diferen- 
cial, calcular aproximadamente: 


a) cos 61; d) 1g 0,9; 
b) tg 445 e) arctg 1,05. 
e) e02; 


738. ¿En cuánto aumenta, aproximadamente, ol volumen de una 
esfera, si su radio R=15 cm se alarga en 2 mm? 

739. Deducir la fórmula aproximada (para valores de [Az], 
pequeños en comparación n:901 2) 





y con ella, hallar los valores aproximados de Y 5; V1T; V70; 


VE. 
740, Deducir la fórmula aproximada 
TFDIZY TAE 2 
y hallar los valores aproximados de 10, 1/70, /200. 


741. Hallar los valores aproximados de da ¡o 
a) y=2—42* 45243 para z=1,03; 
Dd) /()=V1FZ para z=0,2; 


Yizz ñ 

o) f(1)= 1Fz para 7=0,1; 

d) y=e!-"* para x=1,05. 

742. Hallar el valor aproximado de tg 45320”. 

743. Hallar aproximadamente arcsen 0,54. 

744. Hallar aproximadamente Y EP 

745. Demostrar, basándose en la fórmula de la ley de Ohm 
I => que una pequeña variación de la intensidad de la corriente, 
debida a una pequeña variación de la resistencia, puede hallarse 
de manera aproximada por la fórmula 


I 
Al=—+GFAR. 


746. Demostrar, que un error relativo dn 1%, cometido al 
detorminar la longitud del radio, da lugar a un orror relativo 
aproximado de un 2%, al calcular el área del círculo y la super- 
ficie de la esfera. 

747. Calcular dy, si y =cosóz. 


Teoremas de valor medio mn 


Solución. dy =y" (d1)3=—25 cos 5z (dz)2. 
748. u=Y/ 122, hallar du. 

749. y=arecosx, hallar d*y. 

750. y=senz1nz, hallar d*y. 


751. 2= 22, hallar ds. 


a, 
752. ¿=x%e-*, hallar d%. 
753, ¿=%-, hallar di, 


prarl 
754. u=3sen(2x +5), hallar du, 
755. y =e*0082 sen (z sen a), hallar d”y. 

















$ 7. Teoremas del valor medio 
1. Teoroma de Rolle. Si una función f(x) es continua en el seg- 
mento a<z<b, tiene una derivada f' (x) en cada uno de los puntos into- 
riores de éste y 
1(0)=1 (0), 


para su variable independiente x, existe por lo menos un valor E, donde 
a«<E<b es tal, que F(=0 


2. Teorema de Lagrange. Si una función f(x) es continua en el 
sogmento a<z<b y tiene derivada en cada punto intorior de éste, se tiene 


by =(b—a) f' (E), 
donde a<E<b. 1(0)—1 (a) =(0—a) f' (E), 


3. Teorema de Cauchy. Si dos funciones f(x) y F () son conti- 
nuas en el segmento a <x<b y tienen en el intervalo a<x<b derivadas 
que no se anulan simultáncamente, siendo F (b) + F (a), se tiene, 

10-19 15 E 
FO) FE” donde a< E <b. 

756, Verificar que la función f(z)=x—=* satisface a las condiciones 
dol tooroma de Rolle en los segmentos —1<x<0 y 0<x<1. Hallar los 
valores correspondientes de E. 

Solución. La función f(*) es continua y derivable para todos los 
valores de x=; además de esto, f(—1)=f(0)=](1)=0. Por consiguiente, 
ol teorema de Rolle puede aplicarso on los segmentos —1<1<0y0<1<1. 
Para hallar el número E formamos la ecuación: 


F (2) =1—322=0. De donde pay l : up. 


siendo —1< E <0; 0<E9<1. 
757. La función f(x) =P (22)? en los extremos del segmento 
10, 4] toma valores iguales 


10) =1(4)=Y2. 
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¿Es válido para esta función el teorema de Rolle en el segmento 
10, 42 
758. ¿So cumplen las condiciones del teorema de Rolle para la 
función 
1(0)=tgx 
en el segmento (0, 11? 


759. Sea 
Ho =x(2+1) (242) (2+-3). 
Demostrar que la ecuación 
F(=)=0 
tieno tres raícos reales. 
760. La ecuación 
e=1+x, 


evidentemente, tiene una raíz, 2=0. Demostrar que esta ecuación 
no puede tenor Otra raíz real. 
761. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrange para la función 
Í(0)=12-x0 


en el segmento [—2, 3] y hallar el correspondiente valor inter- 
medio de E. 

Solución. La función f(x) =x—a% es continua y derivable para Lodos 
los valores do zx, y f'(x)=1—3z2. De dondo, por la fórmula de Lagrange, 
tomemos f(1) —f(—2)=0—6=([1—(—2)]7' (E), es decir, 5 or 
consiguiente, 1—3El=—2 y E==+1; sirve solamente el valor E===—1, 
para cl que se cumple la desigualdad —2<E<1. 

762. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrange y hallar el correspondiente punto intermedio E para la 
función 

(2) =x% 
en el segmento [—1, 1]. 

763. En el segmonto de la parábola y =x* comprendido entro los 
puntos 4 (1; 1) y B (3; 9) hallar un punto cuya tangente sea paralela 
a la cuerda AB. 

764. Aplicando el teorema de Lagrange, demostrar la fórmula 


sen (x + hh) —sen == h. cos E, 
donde 2<E<x+h. 

765. a) Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema 
de Cauchy para las funciones f(x)=x* +2 y P(x)=x29%—1, en el 
segmento [1, 2) y hallar E; 

b) ídem para f(2)=senz y P(x)=cosx, en el segmento 


[o, +). 
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8. Formula de Taylor 


Si una función f(=) es continua y tiene derivadas ¡ontinuas hasta de 
grado (n--1) inclusive, en el segmento a<z<b (ob<z<a), y para 
cada punto interior del mismo existe una derivada finita [00 (2), en este 
segmento se verifica la fórmula de Taylor 


(a=o+c9 10 Pro ro 


ae 
Di 


E 2 jaa AN e ¡M(, 


donde E=a+0(2—4) y 0<O<1. 
En el caso particular, eh que a=0 tenemos Ss (reg de Maclaurin): 


A e qe 

Ha) =10) 42 (0) 43p PM 0+-. += 7 A e EA 
donde ERES Le 

ea el polinomio f (2) =23— 2x*+3x+45 en poten- 

dla enteras y Pa del binomio —2. 

Solución, f(2)=3%=4143, f"(2)=620—4; f("(0)=0; [M(0)= 
para n >4. De donde: 

1()=11; 1 (2)=7; f (2) =8; 1" (2)=6. 
Por consiguiente: 


Py e. 


— 2430 45=114 (22-74 
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o bien 
212004 324541 4-7 (22) 442224 (229%. 
767. Desarrollar la función f(x) =e* en potencias del binomio 
x--1, hasta el término que contenga (241). 


Solución. f0(2)=e* para todas las n, joy. Por consi- 
guiente: 


, E (+0 1 pe 
O NM TINTE E 


donde ¿= Gn (+0; aná 





768. Desarrollar la función Flia en potencias de z—1, 
hasta el término con (z—1)% 

769. Desarrollar la función f(x) =senx on potencias de x, 
hasta el término de 2% y hasta el término de 2%. 

770. Desarrolar la función f(z)=e* en potencias de z hasta 
el término de x"-1. 

771. Demostrar que la diferencia entre sen (a--h) y 


sena +h cosa 


no es mayor de 31 
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772. Determinar el origen de las fórmulas aproximadas: * 
a) VIFI=1+ Ge, Jr <t, 


D) VTF2R14+ ha [7 ]<t 


y valorar el error de las mismas. 
773. Valorar el error de la fórmula 


1 4 1 
ez lLatata 6 
774. Un hilo pesado, bajo la acción de la gravedad, se comba 
formando la catenaria y=achi. Domostrar que para valoros 
pequeños de |z| la forma que toma el hilo puede representarse 
aproximadamente por la parábola 
E 
Yy=0+ 37 > 
775*, Demostrar que cuando |x|< a, con una precisión hasta 


do (Ey, se verifica la igualdad aproximada 


dy 2. 
a—z 


$39, Regía de L'Kópltal-Bernoulll para el cálculo 

de limites Indeterminados 

1. Cálculo de límites indoterminados do las formas 
y z. Sean Jas funciones uniformos f(z) y qp(=) dorivables para 


<|z—a|<h, sin que la dorivada q' (1) se reduzca a cero. 
Si f(x) y p(z) son infinitamente pequeños o infinitamente grandes 





Cojo 


cuando za, es decir, si la fracción LO 


(a) 


una expresión indeterminada de la forma 





representa on el punto z=a 


ES 
o —, tendremos que 
co 


v 
TO) 
SOON 








a condición de que oxista el límite de esta fracción de las derivadas 
(regla de L'Hópital-Bernoulli). Esta regla es aplicable también on el caso 
en que a=00. 





Si la fracción EE vuelve a dar una oxpresión indeterminada cn el 


punto z=a, de una de las dos formas antes indicadas y f'(x) y y” (z) 
satisfacen a todas las condiciones que se formularon para f(z) y p(2), 
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so aplica de nuevo la misma regla, con lo que tondremos la fracción de las 
segundas derivadas y así sucesivamente. 
No obstante, debe recordarse que puede existir el límite do la fracción 


z a , sin que la fracción de las derivadas tienda a límite alguno (véase el 
Ñ 809). 

2. Otras formas indeterminadas, Para calcular los límites 
de expresiones indeterminadas de la forma 0-00, hay que transformar los 
correspondientes productos f, (x)-f2 (7), donde 








lim /, (£)=0 y lim f,(2)=00, en la fracción 
xa xa 


11 (2) d 
1 








ha 
(sorma 7) o bien E (forma 2). 
10 


En caso de expresiones indeterminadas de la forma co—coo debo trans» 
formarso la correspondiente diferencia f,(=)—fa(x) en el producto 


tt) [1 pa” y Calcular, en primer lugar, el límite de la fracción 





la a si el lim AC 1, reducimos esta expresión a la forma 
hi) sea 11 (2) 
¿1 
— LL (soma 7) - 
H(=) 


Los límites de las expresionos indoterminadas do las formas 1%, 0% y co? 
se determinan buscando previamente sus logaritmos y hallando el límite 


del logaritmo de la expresión exponencial Mito (para lo que será 
necesario calcular límites indeterminados de la forma 0-05). 

En ciertos Casos, es Conveniente combinar la regla de L'”Hópital-Ber- 
noulli con el cálculo de límites por medios elementales. 

Ejemplo 1. Calcular 


lim 222 (forma indoterminada <>). 
2) ClgZ 50 


Solución. Aplicando la regla de L'Hópital-Bernoulli, tenemos: 


laz. ny sonda 
lim == lim 5 = — lim — . 
x>0 0g 2 y,0 (cg) x>0 7 


Resulta una expresión indeterminada de la forma e poro no es necesario 
volver a aplicar la regla de L'Hórital-Bernoulli, puesto quo 
sen? z sen z 


lim == lim 
s 20 Y 20 





«sonz=1».0=0. 


61016 
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Con lo que on definitiva, encontramos: 


lim 22 o, 
2-0 0lg 





Ejemplo 2. Calcular 


4 1 1 a ss 
la (==) (torma indeterminada co—co). 


Reduciendo la fracción a un común denominador, tonemos: 


á 22—sen? 
li 


á sebo 0 
(5) 2 (torma indeterminada «y ) 
220 Aseniz 2 y TA2sniz 


0 





Antes de aplicar la regla de L'Hópital-Bernoulli, sustituimos el denominador 
ne la última fracción por el infinitésimo equivalente (Cap. I, $ 4) 2? sent z — 4, 
Tenemos: 


Ea E 





qna (a+) = a (forma indeterminada +) . 


Por la regla do L*Hópital-Bernoulli 


2a—sendr_ y, 2—2c0s 22 
73 Poo E ET 








tn (2 A ++) -im 
450 santa a? 0 


Después, por medios elementales, hallamos: 


tim ( y +) 11 EE 2son?z 
no Agent 7 no Bat 








He 
=x: 


Ejemplo 3. Calcular 
E 
lim (eos2z)% (forma indeterminada 1%). 


2>0 
HaJlando el logaritmo y aplicando la regla de L*Hópital-Bernoulli, tonemos: 
3 In cos 2x 


3 
Se tim 2100082 Grim 2 


lin In (2020) Lap PA 
za 





3 
Por consiguiente, lim (cos 22) % =e=5, 
0 


Hallar los límites que se indican de las funciones siguientes: 
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ce o ata. Bar 1 
Solución des 3 P6 lion Er 
. 
2277. lim ELEZS0AZ 783. lim... 
20 a so * 
778. lim —=2—. 784. lim PZ. 
al 4 —sen Ey xo Pz 
A 
da 1 ha—t Eee Ex 
AHÚO. Mima Pi 185. lim. 
ina 
o tgr—sone + In(senmx) 
760. ion 786 o en 
im 5002 x—2 tg z A: 
781, lim ETS 787. lim (1 —cos x) ctg x. 
sE 
e Íga 
782. lim gor 
sE 


2 


Solución lim(1—cos z) ctg ==]Jim 
x=» Ó 00 


10, 





. song 
x lim cos ¿=lim 222. 
20 x=»0 009 7 


a ne 
788. lim (2 tg. 


789, lim arcsen x ctg z. 


0 


790. lim(2"e"*), 2>0. 
2/0 


791, limesenH . 


ES 


id 1 
Solución. lim (¿2,—7,7) 
3 
a —+1no—t 
lim 5 lim — 22 


al nro (ad) Sl ns 
z z 


5 
=3)' 
796. lim 


pi 
200s z 


Ja 


797. lin ( 


y 


z 
ctg z 


(£—cos 2) cos y 1 (1—-c09 2) x 
nz 20 Senz 


792. lim 2"sont, n>0. 


Zo 


793. lim ln z 1n (24). 
x> 
( z 1 )- 


2-1 nz 
4 2inz—2 1 
CSIC 

1 


z 


794. lim 


at 


Mm 1 
=lim $: 


= 
et Y 


+1 


yz 


En ly 73): 


798. lim x*. 
20 


ge 
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Solución. Tenemos: 2*= 
á 





y Iny=xInx; lim lny=lim 7 Jn 7= 
20 x>0 








=lim 2=lim —-=0, de donde limy=1, o sea, lima*=1. 
0 L > eS 20 x>0 
7 E 
pl E, 
799. lim 27. 804. lim 22". 
q 00 4 ai 
aw tz 
800. lim +1, 805. lim (tg 2) 2, 
2>0 2 4 
4 
801. lim «senx, 806. lim (ctg 2) "*. 
o x>0 
cos ZE AER 
802. lim (1-2) ?. 807. lim (2) E 
ai 3 a NT 
803. lim (a. 808. lim (ctg ajsenz, 
809. Domostrar que los límites: 
z2 sen = 
9 lin 
q TSE 
D) lin Faz 1 


no pueden hallarse por la regla de L'Hópital — Bernoulli. Hallar 
estos límites directamente. 





Fig. 20 


810*. Demostrar que el área de un segmento circular con un 
ángulo central a pequeño, que tieno la cuerda AB=b y la sagita 
CD=hk (fig. 20), es aproximadamente igual a 

2 
Su q 


con un error relativo tan pequeño como se desee, cuando «—> 0. 


Capítulo III 


EXTREMOS DE LAS FUNCIONES Y APLICACIONES 
GEOMETRICAS DE LA DERIVADA 


$ 1. Extremos de las funclones de un argumento. 


1. Crecimiento y decrecimiento de las funciones. 
La función y=f (x) se llama creciente (decreciente) en un intervalo determi- 
nado (segmento), cuando pa unos puntos cualesquiera 24 y zz, de dicho 
intervalo (segmento), de la desigualdad z,< zz se deduce la Josigualdad 
1(2)<1() (fig. 2,0) (f(2) >f(29) (fig. 2, 5). Si la función f(x) es 
continua en el segmento 10) F' (2) >0 ($ (2) <0) para a<z<b, la 
función f(x) crece (decrece) en dicho segmento (a, b]. 

En los casos más simples, el campo de existencia de la función f(x) se 
puede dividir en un número finito de intervalos de crecimiento y decreci- 
miento do la función (intervalos de monotonía). Estos intervalos están limi- 
tados por los puntos críticos de z (donde f'(x)=0 o no existe f' Pp, 


Fjomplo 1. Investigar ol crecimiento y decrecimiento de la función 
y=2-—2745. 
Solución. Hallamos la derivada 
y'=22—2=2(1—1). (1 


Do donde y'=0 para z=1. En el eje numórico obtenemos dos intervalos 
do monotonía; (00, 1) y (1, +00). De la fórmula (1), tenomos: 1) si —00 
<zz<i1, so tiene y' <0 y, por consiguiento, la función f(x) decrece en el 
intervalo (—co, 1); 2) si 1<zx<-+00, se tiene y'>0 y, por consiguiente, 
la función f(x) crece en el intervalo (t, -+oo) (fig. 22). 

a A jemplo 2. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
le la función 


2.” 
AS 
Solución. En este caso, z=—2 es ol punto do discontinuidad de la 


función e y =— E <0 cuando z +—2. Por consiguiente, la función y 
TT . 


decrece on los intervalos —0o<1<—2 y —2<x< «poo. 
Ejemplo 3. Investigar el crecimiento y decrecimiento do la función 





Solución. Aguí, 
y =2b—at. e 


Resolviendo la ecuación z1—22=0, hallamos los puntos 2=-—1, 
z¿=0 y. z3=1, en los que la deriyada y” so anula. Como quiera que y” puede 
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cambiar do signo solamente al pasar por puntos en que ésta se hace igual 
a cero o so produce una discontinuidad (en el caso dado no hay puntos do 
discontinuidad para y'), tendremos que, en cada uno de los intervalos 
(—o, —1), (—1, 0), (0, 0 (1, +00) la derivada conserva un mismo signo, 
por lo cual, en cada uno de estos intervalos la función que investigamos 





ds Y 
yet) Y=r (a) 
F(x2) 160) 
FL) 
— e 
0 EY = X 0 7 = Xx 
(a) (b) 

Fig. 21 


será monótona. Para determinar en cuáles de estos intervalos crece la fun- 
sien y en cuáles decreco, hay quo saber qué signo tieno la derivada en cada 
uno. de ellos. Para avoriguar el signo de E en el intervalo (—00, —1), 
basta sabor el signo de y' en cualquier punto de este intervalo, Tomando, por 
ejemplo, z= 2 de la ecuación (2), obtenemos y”=12>0, por consiguiente, 


Y 





Fig. 22 Fig. 23 


y” >0 on el intervalo (—co, —1) y la función en él es creciente. De forma 
análoga hallamos que y” <0 en el intervalo (—4, 0) (para comprobarlo so 


puedo tomar, por ejemplo, 2=-3): y” <0 en el intervalo (0, 1) (aquí 


se puode tomar 2=3) y, finalmente, y” >0 on el intervalo (f, +00). 


De esta forma, la función estudiada crece en ol intervalo (—oo, —4), 
decrece en el (—1, DI vuelve a Crecer en el intervalo (1, +00). ' 

Extremos de las funciones. Si existo un entorno bilateral 

del punto zo tal, que para cualquier otro punto x =$ xp de este entorno se 
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verifica la desigualdad f(x) > f (zp), el punto xp recibe el nombre de punto 
mínimo de la función y=f(z) y el número f (zp) el de mínimo de dicha fun- 
ción y=f(=). Análogamente, si para cualquier punto = x=, de un entorno 
doterminado del punto z, se cumple la desigualdad f(x) <f(z1), x, recibe 
el nombre de punto máximo de la función f(z), y f(x), el do máximo de 
dicha función (fig. 23.) El punto mínimo o máximo de una función se llama 
tambien punto extremo do la misma y el mínimo o máximo de esta función, 
el de extremo de ella. Si xy es un punto extremo do la función f(x), se 
tiene, que j'(zp)=0 (punto estacionario), o no existo f'(zp) (condiciones 
necesarias para la existencia de extromo). La proposición recíproca no es 
cierta, puesto que los puntos en que /'(x)=0, 0 no existe f (2) (puntos 
críticos), no son obligatoriamente puntos extremos de la función f(z). Las 
condiciones suficientes de existoncia o ausencia de extremo de una función 
continua f (z) se dan en las reglas siguientes: 

1. Si existe tal entorno (zy—0, zo-+8) dol punto crítico zp, en que 
f' (2) >0 para 2 —$<x<zo y f'(2)<0 para x << z9-+0, el punto zp 
será un punto máximo de la función f(z); si por el contrario, f' (2) <0 para 
zy—5<x<zp y f' (2) >0 para 2 <=<zp+8, el punto zo será un punto 
mínimo de la función f(x). 

Si finalmente, se encuentra un número positivo $ tal, que f' (2) conserva 
invariable su signo cuando 0<|z—zp|<Ó, el punto zy no será punto 
extremo de la función f (2). 

2. Si f' (29) =0 y f” (zo) <0, zp es un punto máximo de la función 1 
si f'(2p)=0 y 1” (20) >0, zo es un punto mínimo do la función [(z); 
si f' (29)=0, $” (20) =0, f” (20) $ 0, el punto zp no os puato extremo de la 
función f(x). 

En forma más general: Supongamos que la primera do las funciones 
derivadas de f(z), que no se anula en el punto zo, es de ordon k. En este 
caso, si k es par, el punto zp será un punto extremo, quo scrá máximo 
si (00 (zp) <0 y mínimo, si [00 (29) >0. Si k es impar, xy no es un punto 
extremo. 

Ejemplo 4. Hallar los oxtremos de Ja función 


y=243P 2, 
Solución. Hallamos la derivada 
2 2 —— 19 
y =2+ => VI41. (8) 
Yz Pz 
Igualando la derivada y” a cero, tenemos: 
Vz41=0. 
De donde se deduce el punto estacionario x= -=1. 
Do Ja fórmula (3), tenemos: si z=—41—h, donde h puede ser cualquier 
número positivo suficientemente pequeño, ontonces, y” >0; si, por el 'con- 


trario, 2=—1-+h, se tiene ='<0%). Por consiguiente, £,=-—1 es un punto 
máximo do Ja función y, además yy =1- 


Igualando a cero el denominador de la expresión y” en (3) tenomos: 
Yz=0; 

do aquí hallamos el segundo punto crítico z=0 de la función, para el que 
no existe derivada y'. Cuando z=—h, evidentemento, tendremos y'<0; 











*) Si no es fácil determinar el signo do la derivada y”, se puede calcu- 
lar éste por procedimiontos aritméticos, tomando como h un número positivo 
suficiontomente pequeño. 
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cuando z=h, tenemos y”>0. Por consiguiente, z¿=0 es un punto mínimo 
de la función y, además Yy¡n=0 (fig. 24). La investigación del comporta- 


miento de la función en el punto 2=—1 se puede efectuar también por 
medio de la segunda derivada 3 
y == 
32 Y z 
Aquí y” <0 para z,=—1 y, por consiguiente, x,=—1 es un punto máximo 


do la función. 
3. Valores mínimo y máximo absolutos. El valor mínimo 
(máximo) absoluto de una función continua f(x) en un segmento dado [a, b] 





14 

1 
<= Xx 
Fig. 24 


se alcanza en los puntos críticos do la función o en los extremos de dicho 
segmento. 
Ejemplo 5. Hallar los valores mínimo y máximo absolutos de la 


función 
y=2%-30+3 


en el segmento Luhei<2z: 


Solución. Como 
=31—3, 





los puntos críticos de la función y son: 1, =—1 y z¿—1. Comparando los 
valores do la Ennción en estos puntos con los valores de la función en los 
extremos del intervalo dado 


y—=5 v()=4; (7) =0$ v(24)=5 


llegamos a la conclusión (fig. 25), de que ol valor mínimo absoluto do la 
función m=4 se alcanza en el punto z=1 (en el punto mínimo) y el máximo 
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absoluto M=11 $ en el punto 223 (en el punto extremo derecho del 
segmento). 


Determinar los intervalos de decrecimiento y crecimiento de las 
funciones: 


811. y=1—41—2%. 
812. y=(z—2), 
813. y=(%+4). 
814. y=x*(2—3). 
815. y= 


816. 






317- =af* 


818. y=(2—3)V z. 
819. y=3-Yz. 
820. y=x+senz. 
821. y=xInz. 
822. y =arcsen (1 +1). 
823. y =2e%-4x, 

1 


824. y=2%-4, 
es 
825. y==F. 
Averiguar los extremos de las funcionos siguientes: 


826. y=2%+4x +6. 

Solución. Ballamos la derivada de la función dada 
Igualamos y” a cero y obtenemos el valor crítico del argumento, 7=—2, 
Como y” < 0 cuando z <—2 e y! >0 cuando z >-—-2, tenemos que z=-—2esun 
punto mínimo de la función, adémás, Jyy5n =2. El mismo resultado se obtiene 
recurriendo al signo do la segunda derivada on el punto crítico: y”=2>0. 

827. y=24+2—a?. 

828. y=x"— 34143142. 

829. y=2x%4 311122 +5. 

Solución. Hallamos la derivada 

y' =61?467—12=6 (22422). 

Igualando a cero Ja derivada y”, obtenemos los puntos oríticos -¿=-—2 

y za=1. Para determinar el caráctor del extremo calculamos la segunda 
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derivada y”=6(27+-1). Como y"(—2)<0, el punto x,=—2 es un punto 
máximo de la función y, siendo Ymg=25. Análogamente, tenemos que 
y”"(1)>0; por lo que za=1 es un punto mínimo de la función y, siéndo 
Yimín= —% 


830. y=x*(1— 12). 840, y=2 cos 7 +3c0s $. 
831. y=x(2—1) (22), 841. y=2—In(1+2). 
832. => 842. y=zlnz. 
833. y= 22. 843. y=xln" 5. 
834. y= EEES, 844. y=chx. 
885. y= 5 845. y=ze". 
= LG —gip* 

806. y Ap 846. y=x%e"., 
887. y= + 847. y=Í 

le 1= TT ya 
838. y=Y (21D, 848. y=x—arctg z. 


839. y =2 sen 2x + sen 4x. 

Dotorminar los mínimos y máximos absolutos de las siguientes 
funciones en los segmentos que se indican (cuando los segmentos 
no se indican, los mínimos y máximos absolutos de las funciones 
deben determinarse en todo el campo de existencia): 

z 

849. y= Tra" 

850. y=V2(10—2). 

851. y=sentz 4008! z. 

852. y=arccosz. 

853. y=x* en el segmento [—1, 3). 

854. y=20+ 30212041: 

a) en el segmento [—1, 5); 

b) on ol segmento [—10, 12]. 

855. Demostrar que para los valores positivos de x se cumple 
la desigualdad 


a+l>2, 
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856. Determinar los coeficientes p y q del trinomio cuadrado 
y=x2+pz+q, de forma que y=3 sea un mínimo de este trino- 
mio cuando z=1. Dar la explicación geométrica del resultado 
obtenido. 

857. Demostrar la desigualdad 


e>1+x para 240. 
Solución. Examinamos Ja función 
Ha) =e—(1+2). 


_ Por el procedimiento general hallamos que esta función tiene un mínimo 
único, f(0)=0. Por consiguiente, 


f(2) >f(0) para z £0, 
F>i+z para x 0, 
que es lo que se trataba do demostrar. 
Demostrar las desigualdades: 


es decir, 


858. eE <sme<z para z>0, 
859. cosr>i— E para 0. 


860. E <In(+2)<z para >0. 


861. Dividir un número positivo dado a en dos sumandos, de 
tal forma, que su producto sea el mayor posible. 

862. Torcer un trozo de alambre de longitud dada l, de manera 
que forme un rectángulo cuya área sea la roayor posible. 

863. ¿Cuál de los triángulos rectángulos de perímetro dado, 
igual a 2p, tiene mayor área? 

864. Hay que hacer una suporficie rectangular cercada por 
tres de sus lados con tela metálica y lindante por el cuarto con 
una larga parod de piedra. ¿Qué forma sorá más conveniente dar 
a la superficie (para que su área sea mayor), si se dispone en total 
de 1 m lineales de tela metálica? 

865. De una hoja de cartón cuadrada, de lado a, hay que hacer 
una caja rectangular abierta, que tenga la mayor capacidad posible, 
recortando para ello cuadrados en los ángulos de la hoja y doblando 
después los salientes de la figura en forma de cruz así obtenida. 

866. Un depósito abierto, de hoja de lata, con fondo cuadrado, 
debe tenor capacidad para » litros. ¿Qué dimensiones deho tener 
dicho depósito para que en su fabricación se necesite la menor 
cantidad de hoja de lata? 

867. ¿Cuál de los cilindros de volumen dado tiene menor super- 
ficio total? 

868. Inscribir en una esfera dada un cilindro de volumen máximo, 
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869. Inscribir en una esfera dada un cilindro que tenga la 
mayor suporficie lateral posiblo. 

870. Inscribir en una esfera dada un cono de volumen máximo. 

871. Inscribir en una esfera dada un cono circular recto que 
tenga la mayor superficie lateral posible. 

872. Circunscribir en torno a un cilindro dado un cono recto 
que tenga el menor volumen posible (los planos y centros de sus 
bases circulares coinciden). 

873. ¿Cuál de los conos circunscritos en torno a una esfera tiene 
el menor volumen? 

874. Una faja de hoja de lata de anchura a debe ser encorvada 
longitudinalmente en forma de canalón abierto (fig. 26). ¿Qué 


D Cc 
0 N 
DN 0 
¿A 
RAMAS Aud 
ego? 
a A B M 
Fig. 26 Fig. 27 


ángulo central q debe tomarse para que el canalón tenga la mayor 
capacidad posible? 

875. De una hoja circular hay que cortar un sector tal, que 
enrollado nos dé un embudo de la mayor capacidad posible. 

876. Un recipiente abierto está formado por un cilindro, termi- 
nado por su parte inferior en una scmiesfera; el espesor de sus 
paredes es constante. ¿Qué dimensiones deberá tener dicho recipiente 
para que, sin variar su capacidad, se gaste en hacerlo la menor 
cantidad de material? 

877. Determinar la altura mínima h=0B que puede tener la 
puerta de una torre vertical ABCD, para que a través de ella se 
pueda introducir en la torre una barra rígida MN, de longitud l, 
cuyo extremo M resbalará a lo largo de la línea horizontal AB. 
La anchura de la torre es d<1 (fig. 27). 

878. En un plano de coordenadas se da un punto, Mo (Zo, Yo), 
situado en el primer cuadrante. Hacer pasar por este punto una 
recta, de manera que el triángulo formado entre ella y los somiejes 
positivos de coordenadas tenga la menor área posible. 

879. Inscribir, en una elipse dada, un rectángulo de mayor 
área posible, que tenga los lados paralelos a los ejes de la propia 
elipse. 


. 
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880. Inscribir un rectángulo de mayor área posible en el seg- 
mento de la parábola y?=2px cortado por la recta z=2a. 

881. Hallar el punto de la curva => en el que la tan- 
gente forme con el eje OX el ángulo de mayor valor absoluto 
posible. 

882. Un corredor tiene que ir desde el punto A, que se encuen- 
tra en una de las orillas de un río, al punto 2, que se halla 
en la otra. Sabiendo que la velocidad de movimiento por la orilla 
es k veces mayor que la del movimiento por el agua, determinar 





Qq 
Fig. 28 


bajo qué ángulo deberá atravesar el río, para llegar al punto 2 en 
el menor tiempo posible. La anchura del río es h; la distancia 
entre los puntos A y B (por la orilla), d. 

883. En el segmento recto AB=a, que une entre sí dos focos 
luminosos A (de intensidad p) y B (de intensidad q), hallar ol 
punto menos iluminado M (la iluminación es invorsamente pro- 
porcional al cuadrado de la distancia al foco luminoso). 

884. Una lámpara está colgada sobre el centro de una mesa 
redonda de radio r. ¿A qué altura deberá estar la lámpara, sobre 
la mesa, para que la iluminación de un objeto que se encuentro 
en el borde sea la mejor posible? (La iluminación es directamente 
proporcional al coseno del ángulo de incidencia de los rayos lumi- 
nosos e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al 
foco de luz). 

885. De un tronco redondo, de diámetro d, hay que cortar una 
viga de sección rectangular. ¿Qué anchura zx y altura y deberá 
tener esta sección para que la viga tenga la resistencia máxima 
posible: a) a la compresión y b) a la flexión? 

Observación. La resistoncia de la viga a la compresión es pro- 
porcional al área de su sección transversal, mientras quo a la flexión es 
al producto de la anchura de esta sección por el cuadrado de su altura. 


886. Una barra uniforme AB, que puede girar alrededor del 
punto, A (fig. 28), soporta una carga de Q kg a la distancia de a cm 
del punto Á y se mantiene en equilibrio por medio de una fuerza 


, 
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vertical P, aplicada en su extremo libre B. Cada cm de longitud 
do la barra pesa q kg. Determinar la longitud x de la misma, 
de tal forma, que la fuerza P sea la mínima posible y hallar Pmnín+ 

887*, Los centros do tres esferas perfectamente elásticas A, 
B y C están situados en línea recta. La esfora A, de masa M, 
choca a una velocidad v con la esfera B, la cual, recibiendo una 
determinada velocidad, choca a su vez con la esfera C, cuya masa 
es m. ¿Qué masa deberá tener la esfera B para que la velocidad 
de la esfera C sea la mayor? 

888. Si tenemos N pilas eléctricas idénticas, con ellas pode- 
mos formar baterías por procedimientos distintos, uniendo entre 
sí grupos de n pilas en serie y, después, los grupos así formados, 


(en número 2) en derivación. La intensidad de la corriente que 
proporciona una batería de este tipo se determina por la fórmula 


fe Nne 
TNRE mA 

donde e es la fuerza electromotriz de una pila, r es su resistencia 
interna, y R es su resistencia externa. 

Determinar para qué valor de n es mayor la intensidad de la 
corrionte quo proporciona la batería. 

889. Determinar qué diámetro y deberá tener la abertura cir- 
cular de una presa, para que el gasto de agua por segundo Q sea 
el mayor posible, si Q=cyVkR—y, donde h es la profundidad 
del punto inferior de la abertura (tanto h, como el coeficiente 
empírico c, son constantes). 

890. Si 2,, 22, ..., Zn, Son los resultados de mediciones igual- 
mente precisas de la magnitud +, su valor más probable será aquél, 
para el cual la suma de los cuadrados de los errores 





0 Doa) 
2 


tenga el valor mínimo (principio de los cuadrados mínimos). 
Demostrar que el valor más probable de la magnitud x es la 
media aritmética de los resultados de las mediciones. 


$ 2, Direcolón de la concavidad. Puntos de inflexión 


1, Concavidad de la gráfica de una función. Se dice 
que la gráfica de una función diferonciable y=f(x) es cóncava hacia abajo 
en el intervalo f b) (o cóncava hacia arriba en el intervalo (ay, by), si 
para a<z<b el arco de la curva está situado debajo (o correspondiente- 
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mente, para a, <<b;, encima) de la tangente trazada en enalqules punto 
dol intervalo (a, 5) (o del intervalo (a,, 54)) (fig. 29). La condición suficion= 
te pa que en la gráfica y=f(z) la concavidad osté dirigida hacia abajo 
(o hacia arriba), es que se verifique on el intervalo correspondiente la 
desigualdad 

f(23<0 (()>0). 

En lugar de decir qe la gráfica es cóncava hacia abajo, suele decirse, 
que tiene su convezidad dirigida hacia arriba. De forma análoga, para la 
gráfica cóncava hacia arriba, so dice también que tiene su convezidad diri. 
gida hacia abajo. 

2. Puntos de inflexión. El punto (zo, f(x0)), en que cambia 
de sentido la concavidad de la gráfica de la función, se llama punto de 
inflexión (fig. 29). 





bz, a 
Fig. 20 


Para la abscisa del punto de infloxión zp, de la gráfica-do la función 
v=$(x), la sogunda derivada f”(=p)=0 o f”(2p) no oxiste. Los puntos en 
que /"(x)=0 o f”(x) no existe, se llaman puntos críticos de 2% especie. El 
punto crítico de 2% “especie xp os la abscisa del punto do inflexión, si 
Tf" (x) conserva signos constantes y contrarios entre sí, on los intervalos 
to-06<12< zp y 22<2<2o+8, donde $ os un número positivo dotermi- 
nado, y no Será punto do infloxión, si los signos de f” (x) en los intervalos 
antedichos son iguales. 

Ejemplo 1. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad 
y los puntos de inflexión de la curva de Gauss 

yor, 
Solución. Tenemos: 


y =-—21e* 


e 
y (4207, 
auelaudo a cero la segunda derivada y”, hallamos los puntos críticos de 2% 
especie 
1 

Y=-——— Dm=—=. 

4 VZ y 2 Vi 
Estos puntos dividen al ejo numérico —o<x<-+00 on tres intervalos: 
I(—=co, 21), 1 (21, 22) y Mi (x2 4-00). Los signos de y” serán, respectiva- 
mente, -+, — y + (do lo que es fácil convencerso, tomando, por ejemplo, 
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un punto en cada uno de los intervalos indicados y poniendo los correspon- 
dientes valoros de x en y”). Por esto, la curva sorá: 1) cóncava hacia arriba 


para —oo<r< PENN y Í2-<2< +00; 2) cóncava hacia abajo, para 


vv 





"<= x: Los puntos ( va ; yz) son los puntos de inflexión 
(tig. 30). 


Es de advertir, que debido a la simetría do la curva de Gauss respecto 
al ejo OY, la investigación del signo de la concavidad de esta curva hubiera 
sido suficiente realizarla en el semieje 0<z< + co. 





Fig.30 Fig34 


Ejemplo 2. Hallar los puntos de inflexión de la gráfica de la función 
y=/z7FP2 


Solución. Tenemos: 


estr 


2 


29 in S 
rd 


m 
Es evidente que y” no se anula en ningún sitio. 

Igualando a cero ol denominador del quebrado del seguido miembro 
do la igualdad (1), tenomos que, y” no existe para z=—2. Como y” >0 
para z< —2 0 y” <0 para z>—2, el punto (—2, 0) es un punto de infle- 
xión (tig. 31). La tangente a esto punto os paralela al eje de ordenadas, 
ya que la primera derivada y” es infinita para =—2. 


Ballar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión 
de las gráficas de las funciones: 


89. y=13%-—62 + 12044. 896. y=c057. 

892. y=(24+ 1) 897. y =2—Senz. 
893. s= 898. y==*lnz. 
894. u= ar: 899. y=arctg—a. 


895. y=Y/ 4y4—12z. 900. y=(1+x%)e*. 


Asíntotas ñ El 





$ 3. Asíntotas 


4% Definición. Si un punto (z,'y) se désplaza continuamente por una 
curva y=f () de tal forma 2 por'lo meros, una de sus coordonadas tienda 
al infinito, mientras quo la distancia entre este punto y una recta determi- 
nada tiende a cero, esta recta recibo el nombre de asíntota de la curva. 


2. Asíntotas verticales (paralelas al eje OY). Si existe un 
número «a tal, que 


lim f (2) =00, 
2 


la recta z=a es asíntota qirtasi: 2 
3%, Asíntotas oblicuas (respecto a los ojes de coordenadas). 
Si existen los límites 


tim 12% =x, 
aho E 


lim (f(x) —k,2] =by, 
A+ +oo 


la recta y=*jz-+b, será asíntota (oblicua a la derecha o bien, si k;=0, 
horizontal derecha (paralola.al eje OX). 
Si existen los límites 


f( 





lim 


ao 


lim (f(2)—koz] =b2, 
pS 


la recta y=k2x+ba es asíntota (oblicua a la izquierda o hien, cuando k¿=0 
horizontal izquierda, paralola al eje OX). La gráfica de la función y=f(w 
(que so supone uniforme) no puede tener más de una asíntota dorecha 
e u horizontal), ni más de una asíntota izquierda (oblicua u hori- 
zonta)). 

Ejemplo 1. Hallar las asíntotas de la curva 





Solución. Igualando a cero el denominador, obtenemos dos asíntotas 
verticales: 








2==-1 y 2=1. 
Buscamos las asíntotas oblicuas. Cuando x -—»-+-00, tenemos: 
2 
ki= lim 2= lim —===1 
¡a Y 
n—: yz 





b= lim (y—2)= lim == 
: VA 


71016 
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por consiguiente, la asíntota derecha será la recta y=x. Análogamente, 
cuando x >-—c0, tenemos: 
ka= lim 2=-4; 
ao Y 


b= lim (y+2)=0 


De esta forma, la asíntota izquiorda es y=-—z (fig. 32). La investigación 
do las asínlotas de csta curva puede simplificarse si se tiene en_cuenta 
su simolría. 

Ejomplo 2. Hallar las asíntotas de la curva 


y=2+1nz. 
Solución. Como 


lim y=—0o, 
Road 


la rocta z=0 será una asíntota vertical (inferior). Investigamos la curva 
para hallar solamente la asíntota oblicua derecha (ya que 2 >0). 


Tenemos; 





k= lim %= 
sr qeo $ 


b= lim (y—2)= lim In*=00. 
A oo ao 
Por consiguiente, esta curva no ticno asíntotas oblicuas. 


Si la curva viene dada por las ecuaciones paramétricas -=q (0); y =y (0), 
en primer lugar se investiga si el parámetro £ tiene valores para los que 


y 
AN E Y É 
.r pe 


$ 
INT 
e 
S 
rr 





Fig. 32 


una de las funciones p(t) o «p(£) se hace infinila, mientras que la otra 
sigue siendo finita. Cuando p(tp)=00 y Pío) la curva tiene una 
asíntota horizontal, y=c. Si p(tp)=00 y p(to)=0, la curva tiene una 
asintota vertical, z= 

Cuando q (to) =1p (to) =00, al mismo tiempo que 


% de IDO de e 
Ha TOR Jim too kp (1)] =b, 








la curva tendrá una asíntota oblicna, y=kx-+da 
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Si la curva so da en forma de ecuación polar r=f:(q), sus asíntotas 
se pueden ballar por la regla anterior, reduciendo la ecuación de la curva 
a la forma paramétrica por las fórmulas: 


z=r cos p=/f (p) cos y; y=r son p=/ (q) sen y. 
Hallar las asíntotas de las curvas: 















e 

901. y= 908. 12-78 E 
902. y= > 909. y=e-"+2, 

2 
903. ==: m0. y=,=5- 

> dl 
904. Y=aFO* 911. y=e. 
905. y=Y 241. 912. ya. 

El 

906. am y 913. y=In(1 4x2). 
907. ET 7 914. z=t; y =14+2 arclg l. 


915. Hallar la asíntota de la espiral biperbólica r= 





$4 Construcelón de las gráficas de las funclones por sus puntos 
característicos 


Al construir la gráfica de una función es necesario, ante todo, hallar 
el campo de definición de la misma determinar su comportamionto en 
la frontera de este campo de definición. Es conveniente tambión señalar 
previamente ciertas peculiaridades de las funcionos (si es que las ticnen), 
como son: la simetría, periodicidad, permanencia del signo, monotonía, etc. 

Después, hay que encontrar los puntos de discontinuidad, los puntos 
extremos de la función, los puntos do inflexión, las asíntotas, etc. 
Los elementos hallados permiten establecer el carácter general de la grá- 
fica de la función y obtener su discño matemático verdadero. dl 

Ejemplo 1. Construir la gráfica de la función 

z 

y 2-1 

Solución. a) La función existe en todas partes, menos en los pun 
tos =+H1. 

La función es impar, por lo que la gráfica de la misma será simétrica 
con respecto al punto O (0; 0). Esta circunstancia simplifica la construe- 
ción de la gráfica. 

b) Los puntos de discontinuidad son z=-—1 y z=1, al mismo tiempo 
que lim po y lim y==%F00, por consiguiente, las rectas 2=-+1 

a 


217 
son asíntotas verticales de la gráfica. 
qu 
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e) Buscamos-las asíntotas- oblicuas. Tenemos: 
ki= lim Z=o0, 
a+ Y 
by=_ lim y=00, 


por consiguiente, no existe asíntota oblicua derecha. Como la gráfica es 
simótrica, tampoco existirá asíntota oblicua izquierda. 





Fig. 33 


d) FHallamos los puntos críticos de 12 y 2% especie, es decir, aquellos 
juntos en que so anula o no existe la primera, o correspondientemente, 
a segunda derivada do la función dada. 


Tenemos: 
23 
1 4 
“Tay 24 
2x (9-22) 
HS, 2) 
Pep" e 





Las derivadas y” e y” dejan de existir únicamente cuando z=-+ Í, es decir, 
sólo en aquellos puntos en que tampoco existe la propia función y, por 
seto, serán puntos críticos sólo aquellos en que y” o y” se anulan. 
De (1) y (2), se deduce: 
y'=0 para ==+ VY3; 
v para 2=0 y 2=43. 
De esta forma, y” conserva constante el signo en cada uno de los 


. intervalos (—o0, —V3), (—Y3, —1), (-1, 1), (1, V2) y (V3,. +00), 
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e y” en cada uno de los intervalos (—00, —3), (—3, —1), (—1, 0) (0, 1), 
(1, 3) y (3, 00). , A i 

Para determinar qué' signo tiene 'y” (G “correspondientemente, y”) 
en cada uno de los intervalos señalados, basta ton determinar el signo de y” 
(o de y”) en un punto cualquiera de cada uno, de estos intervalos. 

Los resultados de esta investigación, para mayor Cómodidad, 'se incluyoñ 
en una tabla (tabla 1), junto con lós de los cálculos de:las ordenadas de 


Tabla 1 


de va] vs «10|v3, a 





7 
E 1,31 E 


7 


Pun-= | La ó- | Lo tun- | Punto mí- '[' La fun= 
to de | fun- ción de- nimo — | ción cre- 
intte=| c1ón crece; la ce; la: 
xión | decro= grática gráfica 
ce; da es cónca- es cón= 
gráft- va hacla cava 
arriba hacla 
arriba 























los puntos característicos de la gráfica de la función. Debe advertirse, 
que Mebido a que la función y es impar, es suficiente hacer Jos cálculos 
solamente para z>0; la mitad izquierda de Ja gráfica so reconstruye por 
el principio de la simetría impar. 

o) Con los resultados de la investigación, construimos la gráfica de la 
función (fig. 33). 5 
Ejemplo 2. Construir la gráfica de la función 


Ls . 5 laz 
MEA 
Solución. a) El' campo de existencia de la función es: 0<2<-4oo. 
b) En el campo de existencia no hay puntos de discontinuidad, 
pero al .aproximarse .al punto frontera (z—0) del: campo de existencia, 
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tonemos: 


Mc A 
2-0 0 z 


Por consiguiente, la recta z=0 (el eje de ordenadas) es una asíntota vertical. 
.c) Buscamos la asíntota oblicua derecha u horizontal (ya que la asíntota 
oblicua a la izquierda no existe, puesto que no es posible que x=>-—00): 


k= lim Z=0, 
+0 


b= lim y=0. 
o 


Por consiguiente, la asíntota horizontal derccha os ol eje de abscisas; y=0. 
d) Hallamos los puntos críticos. Tenemos: 





—Inz 
a 

2Inx—3 
—— 





pe y” existen en todos los "puntos del campo do existencia de la función 
lada e 


y'=0, si Inx=1, os decir, cuando 2=e; 


y”=0, si ls=3, es decir, cuando z=e*/2, 


Hacemos la tabla, en la que incluimos los puntos característicos (tabla II). 
En esto caso, además de los puntos característicos encontrados, es conveniente 





Fig 34 


hallar los puntos de intersección de la gráfica con los ejes de coordenadas. 
Haciendo y=0, encontramos z=1 (punto de intersección do la curva con 
el eje de abscisas): la gráfica no se corta con ol eje de ordenadas. 

8) Con los resultados de la investigación, constrnimos la gráfica de la 
función (fig. 34). 


Construir las gráficas de las funciones que se indican más 
abajo, determinando el campo de existencia de cada función, los 
puntos de discontinuidad, los puntos extremos, los intervalos de 
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crecimiento y decrecimiento, los puntos de inflexión de sus gráficas, 
la dirección de las concavidades y las asíntotas de las gráficas. 

















916, y=2%—de2, 938. y=22+2-3 Y EFI. 
917. y 939. y=V2F1V7T1. 
918. y=(2—1)*(x +2). 940. y=V PY (03). 
919, y =EEFI 941. y=/G—D+YW—2D)2. 
920. y= EE, PEZ 
9, y 943. 
92. y= 42,0 944, 
923, y 22. ' 945. 
Y yal, 946. 

y: e 
925. =p > ¡ 947. y=(a+ Í) en, 
926, u=. ! 948. x=e¿br=xila, 

Az 949. y=(24 2%) 0-2, 
7. ya 950. y=2]2|-2%. 

4-12 nz 

928. y=¿=p > 95. y 

A 
929. lá Si 952. y= HZ. 
930, VE AT: 953. Pa 
at y EL 95%. y=(2+1) 10% (244). 
93. y=Vi4YyI=z. 955. y=In (01) + 3 > 
933, y=V/8F2-Y8z. 956, yan VE, 


934. y=2V 143. 
935. y =/2—3z, sie 
936. y=/T=2Rz. 958. y=In(e+2) e 
987. y=/1=2. 959. y=senzx-4 cosa. 


957. y=1n (1+e->). 
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960. y=sen c+ senda 973. y =x—2arcotg z. 
961. y=c0sx—cos! z. 914, y=5+arotgz. 
962. y =sen? zx. + cos? z. 975. y=Inshz. 
a 1 
6 ra 976. y=Arch (242). 
964. y= ¿en 7 , 977. y=e%nx, 
. son (+43) 978, y =ert0sn vz 
965. y =sen z-sen 2x. 979. y=e%tex, 
966. y=cosx-cos 22. 980. y=Insenz. 
967. y=Z-+senz. 981. y=1Int8 (4-2). 
968. y =arcsen (1—Y 22). 
982. y=1nz—arctg z. 
969. y= HZ, 
A 983. y =cosx—lncosz, 
970. y=22—tgx. 984. y=arctg (In x). 
971. y=xzarctg x. 985. y-=aresen In (1*-+ 1). 


986. y=x". 
1 


ey=0, si 1=0, 987. y=4*, 
También so'recomienda construir las gráficas de las funciones 


972. y=zarcgl, si 240 


indicadas en los. N9%,N0S, 826—848. 


Construir las gráficas de las funciones siguientes, dadas en 


forma paramétrica: 


988. z=(*—21, y=*042£. 

989. z=acos*t, y=asent (a >0). 

990. z=te', y=te". 

991. z=t+e*, y=2U4+e*, 

992. z=a(shi—t), y=a(cht—1) (a> 0). 





$ 5, Diferencial del arco. Curvatura 


por la fórmu: 


1%” Diferencial del arco. La diferencial del arco s de una curva 
plana, dada qe una ecuación en coordenadas cartesianas z e y, so expresa 
a 


2 VEFW, 


si la ecuación de la curva tiene Ja forma: 


g 


a) y=f (2), entonces ds= V EY es 
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b) z=f, (y), entoncos ds= VE) dy; 


e) 2=Q(1), y =p (t), entonces ds= AED 


VETE o VERE q, 
17,1 TE 


Llamando a al ángulo que forma la dirección positiva de la tangente 
(es decir, dirigido en ol sentido dol crecimiento del arco de la curva s) con 
la dirección positiva del eje OX, tendremos: 


d) P(x, y)=0, entonces ds= 


cosa= E 
=> 


— Y 
sna=oqo- 


En coordenadas polares, A 
2 
ds= VPF TA= Va+ (5) dq. 


Llamando f al ángulo formado por el radio polar de un punto de la 
curva y la tangente a la curva en este mismo punto, tenemos: 


cop, 
song=r LL. 


2. Curvatura de una curva. Se llama curvatura K de una 
curva, en su punto M, al límite do la razón del ángulo que forman |las 





Fig.35 


direcciones positivas de las tangentes a dicha curva en los puntos M y N 


(ángulo de adyacencia) a la longitud del arco MÍ=As, cuando N — M 
(fig. 35), es decir, 
da _ de 
E 
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donde « os el ángulo entre la dirección positiva de la tangente en el punto 
M y el eje OX. 

Radio de curvatura R, Recibe el nombre de radio de curvatura R la 
cantidad inversa al valor absoluto de la curvatura, es decir: 


R= 1 
=1HT" 
Las circunferencias son líneas de curvatura constante (x=2. donde a es 


el radio de la circunferencia) , lo mismo que la línea recta (K=0). 


Las fórmulas para calcular las curvaturas en coordenadas cartesianas 
son las siguientes (exactas, a excepción del signo): 

_1) si la curva viene dada por una ecuación explícita y=/ (2), la fórmula 
será 


E 
aa 


2) si la curva se da por una ecuación implícita F(x,y)=0, se emplea 
la fórmula 






Fiz Fay Fo 
Fox Piu Py 
ES Hi | 
EPR 


3) si la curva se da en forma paramótrica por las ecuaciones == (t) 
y =p (1), entonces 








k= 5 








ON 
donde 
1 _ Az Y ”_ Pz 1 PY 
o A EA 


Ep coordenadas polares, cuando la curva se da por la ecuación r=f (q), 
tenemos: 


POE 
pra? 
donde 
die Pr 
e 
3. Circunferencia osculatriz (o círculo osculador). Se llama 
circunferencia osculatriz de una curva, ea un punto M de la misma, a la 
Bestción límite de la circunferencia gue pasa por dicho punto M y por otros 
los puntos Ed, Q de la misma curva, cuando P-—>M y Q—>M. 
El radio de la circunferencia osculatriz es igual al radio de curvatura 
y su centro (centro de curvatura) se encuentra en la normal a la curva, 
trazada en el punto M, hacia el lado de su concavidad. 
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Las coordonadas X e Y del centro de curvatura se calculan con las 


fórmulas mn 
E 


La evoluta de vna curva es el lugar geométrico de los centros de curva- 
tura de dicha curva. 

Si en las fórmulas para la determinación de las coordenadas dol centro 
do curvatura se consideran X e Y como las coordenadas variables de los 
puntos de la evoluta, estas fórmulas nos darán Jas ecuaciones paramétricas 
de dicha ovoluta con parámetro = o y (o £, si la propia curva viene dada 
por ecuaciones en forma paramétrica). 








Fig. 36 


Ejemplo 41, Hallar la ccuación de la evoluta' de la parábola y==2. 
Solución. X=—á2 Y=14P%. Bliminando el parámetro 2, 
hallamos la ecuación de la evoluta en forma explícita 


rta EJ. 


Evolvente de una curva, Se da este nombre a una curva tal, quo con 
relación a ella, la curva dada resulta ser la ovotuta. 
La normal MC a la evolvente fa es tangonte a la evoluta 7'¡: la longitud 


del arco eEr de la evoluta es igual al incremento correspondiente del radio 


de curvatura CC¡=M,C,—MC, por cuya razón, la evolvente f¿ recibo 
también ol nombro de Jesarrallo.de la curva Ty, que se obtiene desentollando 
un hilo tenso enrollado a la evoluta y (fig. 36). A cada evoluta lo corres» 
ponde una infinidad de evolventes, que responden a las diversas longitudes 
iniciales que puede tener ol hilo. 

4%. Vórticos do una curva. Se llama vértice do una curva al 
pto de la misma en que Ja curvatura «tiene máximo o mínimo. Para 
leterminar los vértices de una curva so forma la expresión de la curvatura XK 
y se hallan sus puntos extremos. En Jugar de la curvalura X se puede Lomar 


ol radio de curvatura R= 7K y se busca su punto extremo, si es que tn 
este caso es más fácil ol cálculo. 
Ejomplo 2. Hallar el yértico de la catenaria y =a ch 
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Solución. Como y=h > e pq tendremós que K= 


y, por consiguiente, R=a AS . Tenemos, que E a 5 





a 
dR 2x 
deis a cero la derivada == obtenemos a =0 de donde hallamos 


12, 
el único punto crítico z=0. Calculando la segunda derivada e y ponien- 


do en ella el valor de z=0, obtenemos = =2m2 . => 
le su 


Por consiguiente, »=0 es el punto mínimo del radio de curvatura (o el má- 
ximo de curvatura) de la catenaria. El vórtice de la catenaria y= 


md , Será pues, el punto A(0, a). 


Hallar la diferencial del arco, y el coseno y el seno del ángulo 
que forma, con la dirección positiva del eje OX, la tangente a cada 
una de las curvas siguientes: 


993. P E y= Aa (circunferencia). 

99. + =1 (elipse). 

995. y?=2pz (parábola). 

996. xs yYs=aYs (astroide). 

997. y=ach ES (catenaria). 

998. z=a (1-—sen 1) y=a(1—cost) (cicloide). 
999. z=acos tf, y asen! (astroide). 


Hallar la diferencial del arco y el coseno, o el seno, del ángulo 
«que forma el radio polar con la tangente a cada una de las curvas 
siguientes: 


1000. r=ap (espiral de Arquímedes). 
1001. r=+ (espiral hiperbólica). 


1002. r=a sect F (parábola). 


1003. r=acos* z (cardioide). 


1004. r=a% (espiral logarítmica). 
1005. r?=a*cos2p (lemniscata). 


Calcular la curvatura de las curvas siguientes en los puntos 
«que se indican: 
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1006. y=x=*—¿42*—182* en el origen de coordenadas. 
1007. 2? 4+xy+y*=3 en el punto (1; 1). 


1008. =-+--—1 en los vértices A(a, 0) y B(0, D). 


1009. z=1*, y=1* en el punto (1; 1). 

1010. r?=2a*c0s 2p en los vértices cuyos ángulos polares son 
p=0 y p=x. 

1011. ¿En qué punto de la parábola y? =8x su curvatura es igual 
a 0,128? 


1012. Hallar el vértice de la curva y=e*. 
Hallar los radios de curvatura (en cualquier punto) de las líneas 
siguientes: 


1013. y=x* (parábola cúbica). 


2 1) 
1014. Fr =1 (elipse). 





Y _ ny 
1015. ¿=%-2L. 


4016. z=acos t; y=asen' t (astroide). 

1017. z=a(cost+tsent); y =a(sent—tcost) (evolvente de la 
circunferencia). 

1018. r=ae*? (espiral logarítmica). 

1019. r=a(14+co0sp) (cardioide). 

1020. Hallar el valor mínimo del radio de curvatura de la 
parábola y*=2px. 

1021. Demostrar que el radio de curvatura de la catenaria 
y=a0h E es igual a la longitud del segmento de la normal. 

Calcular las coordenadas del centro de curvatura de las curvas 
siguientes, en los puntos que se indican: 

1022. zy=1 en el punto (1; 1). 

1023. ay?=x* en el punto (a, a). 

Escribir las ecuaciones do las cireunferencias osculatrices de las 
curvas siguientes, en los puntos que se indican: 

1024. y==*—6x+10 en el punto (3; 1). 

1025. y=e* en el punto (0; 1). 

Hallar la evoluta de las curvas: 

1026, y? =2px (parábola). 
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1027. +-L-=1 (elipse). 
1028. Demostrar que la evoluta de la cicloide 
z=a ((—sent); y=a(1—cost) 
es una cicloide desplazada. 
1029. Demostrar que la evoluta de la espiral logarítmica 
r=agwe 
también es una espiral logarítmica con el mismo polo. 
1030, Demostrar que la curva (desarrollo de la circunferencia) 
7 =a (008! -+£sent); y=a (sent—teos 1) 
es la evolvente de la circunferencia z=ac05f; y=4sent. 


Capítulo IV 
INTEGRAL INDEFINIDA 


1. Integración: Inmediata 


1. Reglas principales para la intogración. 
4) Si F" (2) =f (2), entonces 


[rm d=Ft)+<, 
donde C es una constante arbitraria. 


r 


2) $ Af (2) dr=A $ f(x) dz, dondo A es una constante. 
9 Mmm) nta $ tomas. 
4) Si | uraz=P (340 y u=Q (2), so tiene, 
$ 1(u) du=F (u) +C. 
En particular, 

[az4b)02=LP (0240940 (a + 0). 

2. Tabla de dela inmediatas. 
ls fa d+, AE 
































A FÍ 

". | E=im]a1+0 

mn. Ñ E =L arotg 4 0=—Larcctg E 40, (a +0). 
dí 1 I—a 

elle ero. 

Ñ > Lin Elo (a 40). 

v. == Vaz — Rel VR Ye (00). 
E Ly c=— C 0). 

vi $ VA 40 anos E Z +C, (a>0) 
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vIL ra E4e (a>0); Ñ Fdi=e+C. 
vu $ son zdr= —cos240 
IX. $ coszdz=oen 240 
X. Ñ a =tg2+C. 
XL $ E =-aga4o. 
Xu. $ == 10) 13 7 40=tn1cos002—etg=/+0. 
XImr, $ E 10 |tg (+5) [4010110 240802140, 
XIV. [zdreh 40. 
xv. [mz doc. 
XVL $ TM Cl, 


de 
XvIL. $ ur az. 


Ejomplo 4. $ (22 be eo) de= ass 254 ba del cdi 
=of 242404 ededo $ doma A 


Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas 
principales 1), 2) y 3) y las fórmulas de integración. 


1031. $ Sata de, 

1032. $ (6zt +82 +3) de, 
1033. $ x(u-+a) (a +0) dz. 
1034. $ (a +ba3) de. 
1035. $ V 2pz dz. 


1036. $ eN 





81016 
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1037. (a > paa 5 


1038. 


¡ 

a > dz. 

1039. $ Vz+0(—Vz4+8az. 
y aupa. 
e 

















1040. spas» 5 
1041. Lea 
1042. Y E Es 
1043. + 
1044. | E 
1045. Ñ al 
1046, ¡== ER 
1047. ¡AA 1049. a) | ctg2: da; 
1048*. a) fte x dz; ») $ cth?z dz. 
p) | thtzaz. 1050. Y 3%etdz, J 


3. Integración medianto la introducción bajo el 
signo de la diferencial. La regla 4) amplía considerablemente la 
tabla de las integrales inmediatas. Precisamente, gracias a osta regla. la 
tabla de las integrales es válida, independientemente de que la variablo 
de integración sea una variable independiente o una función diferenciable. 

Ejemplo 2 





1 
1 E 3 
LO E e IR 
=+ fu EE e HVE=240, 
2 z 


donde se supuso u=5z—2. Se empleó la regla 4) y la integral I de la tabla. 
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A de 1 d (a?) 4 3 

Ejemplo 3. | LDL m4 VIE AC. 

jemp VERA TÍ Vina? (41142) 4 

De forma implícita, se consideró que u==* y so empleó la regla 4) y la 
integral V de la tabla. 

Ejemplo 4 | 2d =h fea )=+ 4-0 de acuerdo con la 
regla NA la integral VII de la tabla. 

En los 


ejemplos 2, 3 4, autes de aplicar las integrales de la tabla, 
transíormamos la integral dada a la forma 


e 
IAS ds / (u) du, dondo u=q (2). 

Este tipo de transformación se llama introducción bajo el signo de la 
diferencial. 

Es conveniente señalar las transformaciones do las diferenciales que so 
emplean con frecuencia, como son las que se utilizaron en los ejemplos 2 y 3: 

£ ai 
a) deL d(ar40) (a 54 0); B) zdz==5 d (2%) y otras semojantes. 


Hallar las siguientes integrales, empleando para ollo las reglas 
principales y las fórmulas do integración. 


1051, Y 22. 1063* 






































1 E ne 
10590, | EEjdz. 1064. $ WEE qa, 
1053, | poza. 1065. [Ez 
1054. Y 1066. | Ez 
edi [pas 1067. Mumia 
1056. (3 dz. (0<b<a). 
1057, [ELSE as, 1068. | pde. 
1058, [Eta 1069. e 
1059. f (a+ 2)'ar. 107. (EEPaz. 
1060+, $ 70] 1071. ines 
1061. 1072. ves 
1062. $ 1073. | ¿=y dz 


Ss 
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1074. | ¿=ppez. 1093. | e-Gttbz da, 
3241 4. qua 
1075. ¡ar 1094. $a.7 dz. 
+3 1 
q d: ES 
10. | 1095. $ dz. 
ade Ñ 
1077. $ 55 1096, [5 
1078. (¿E aa 
"o AE 1097. $ az. 
1079. $ tb dz, e 
o AA 1098. fev a— vé de. 
1080. ada 5 eE 
¡ a 1099. [417 0ida 
1081. Í dz : 
dra 100%. in: 
1082. FS PS 
y Vé=1 mo. 
ATOSON Z > 
1083. | y q=atdn 1102, * an. 
y 120% 
arctg y ? eldt 
03. CM 
1084. [ps .z. 108 
1085. ¡EA 1104. f sen (a+ da) de. 
de z 
1086. | += + 1105. | cos - > dz. 
V a+e)mn(e+ Y TEz) l va 
1087. $ ae da, 1106. $ (cosascz-son az)? de 
1088. ( 4ro%ds. 1107. Y cos ja 
a 
1089. | (0'—e") de. 1108. [sen(lga) E 
se pi 
1090, $ (ei4e”“)*da. 11099. € sontzde. 
en 
09. | Las. 1110*, | costada 
204 ; 
1092. | Haz. 1111. / sect(az +0) dz. 


Yar 
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1112. 
1113. 


1114. 


1115. 
1116. 
1117. 
1118. 
1119. 
1120. 
1124. 


1122. 


1123. 
1124. 
1125. 
1126. 


1127. 


$ ctg? az dz. 
du 














1) az. 








z z 
Ñ cos—sen dz. 
a a 


$ sen 6zx cos 6x dz. 





sen T cos T 
1130. $ Vasa 


1131. Y TF 3cos"zson 22 dx. 


1132. Ñ 189 h 500? E de. 














1133. € VEZ de 
Ñ cost z pe 
3 
1434. (EZ do. 
1435. E as 
1136. y ene qa, 
cosec? 3z 
137. € 
1138, $ (2sh52—3ch5a) de. 
1139. $ sha de. 
1140. Váz- 
ma. 3 
E dr 
142 loz 


1143, Ñ thz dz. 


1144. Ñ cthx dz. 


Hallar las siguientes integrales indefinidas: 


1145. 


1146. 


$ y 5—-a dz. 


a—i 
$ ri 


1147. $ Ha, 


1148. $ x=" de, 
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1152. 
1153. 
1154, 
1155. 
1156. 
1157. 
1158. 
1159, 
1160. 
1161. 
1162. 


1163. 


1164. 
1465. 
1166. 
1167. 





ig 32—otg dr y, 


sen 3z 






































zde 
sen (22) * 
LarclBr 40 In (1x2) +1 
MEA 





1168, 


1169. 


1170. 
1171. 
1172. 
1173. 
1174. 


1175. 


1176. 


1177. 
1178. 
1179. 


1180. 
1181. 
1182. 
1183. 
1184. 


1185. 


¡ 


A A A A 


sen x — cos zx 
sen cosa". 


(1sen 32) 








y2 
sen Ez ls 
v2 
ae 
== dz. 
(442 
2d4+3 dz. 
esenta sen 2 de. 





SÍ. 


E 





a 
El 


de 
WFDFG=07 
(0<b< a). 
en 

yaa 

dz 
sen az cos az * 
ES + 9) dl. 
de 
FUÍ) * 


e 
1] 
5 


e 
z 
¿al 


arccos 


dz. 








al 


e=t8 x secóz da. 
sen x cos x 
V2=sentz 
dz 
sentzcostz * 


arcsen zx d 


j 





Via 
soc z1gz 
V secta +1 
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2: 
1186. a 1189. [2243 dx. 
dz ghz 
1187. (ua 1190. (e 
1188. y EE YE q, 


$ 2, Método de sustitución 


14%. Sustitución o cambio de variable en la integral 
indefinida. Poniendo 


==09 (1), 


doude £ es una nueva variable y q una función continua diferenciable, 
tendremos: % 


[ml 10 a. w 
La función «p se procura elogir de tal manera, que el segundo miembro de 
la fórmula (1) tome una forma más adecuada para Ja integración, 
Ejemplo 1. Hallar 
$ 2 Yz—1dz. 


Solución. Es natural poner £=Y/z—1, de donde z=+*%-41, y dz= 
=2t dt. Por consiguiente: 


$ 2V7T1dr= $ (244) ON (44m dt= 
2 2 2 3 2 3 
25142 ec. 
Feo 043 (1) +C. 
Algunas veces se emplea la sustitución dol tipo 
u=0 (2). 


Supongamos, que hemos conseguido transformar la expresión subinte- 
gral /(r)dz a la forma siguiente: 


F(2) dz=8 (u) du, dondo u=0(2). 
Si la Í £(u) du es conocida, es decir, 
Ñ £(u) du=F (u)-+C, 
tendremos 
[rr az =Floten+0 


Este procedimiento es el que ya utilizamos en el $ 1, 3. > 
Los ejemplos 2, 3 y 4 (3 1) se podrían haber resuelto de la forma siguiente: 
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Ejemplo 2. u=52—2; du=5dx; dede, 


vai > 





Ejemplo 3. u==% du=22 dz; zdi= 


d: 3 di 1 
¡Aa Vr 


=+ la (24 YVTF2AD HC, 


Ejomplo 4. u=2% du=328 dx; nm 2 


$ 2 $ nasa Leto, 


2*. Sustituciones trigonométricas. 


4) Si la integral contiene el radical Ya3— 2%, generalmente se hace 
z=«4 sent; de donde 


YaTZ2A=a cost. 

2) Si la integral contiene el radical 2442, so hace z=a sec t; de donde 
Y3Z14A=atgt. 

3) Si la integral contione el radical Y/23Fa2, se hace z=« tg t; de donde 
VAFA2=a sect. 


Hay que advertir, que las sustituciones trigonométricas no son siempre 
las más convenientes. , Dd 

En ciertos casos, en lugar de las sustituciones trigonométricas, es pre- 
forible emplear las sustituciones htperbólicas, cuyo carácter es análogo 
(véase el ej. 1209). E 

En el $ 9 se trata más detalladamente de las sustituciones trigono- 
métricas e hiperbólicas, 

Ejemplo 5. Hallar 





$ AA a 
Solución. Hacemos z=tg*. Por consiguiente, da=—L_. 
cos3£ 
$ VE da $ VIgTFA dt _( semtcostt dt _ 
22 tg costg son? cosiz 








de sen? 14005? t de cos £ 
$ senti cos? $ sent i-cos E ar $ cos E +$ sr > 
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=la|tg'-psoct I- ¿47 +C=1m] tgt + VIFEA]— 


AA A 


1191, Hallar las siguientes integrales, utilizando para sofa las 
sustituciones indicadas: 





de 3 
el Li: A 
b) E = z=—1nt; 
o) [ 2 (5223) dz, 5a—3=4; 





z dx A 
+ i=V2FL 


cos a de 
o) $ ViFsenta ' 


Hallar las integrales siguientes, empleando para ello las susti- 
tuciones más adecuadas: 


1 =Sen Z. 








1192. f (2745) dz 1197. y as. 
MUA po par 
1193. $ ES 1198. Y : 
de sen? r 
1194. Uvm 1199. az 
de A de 
195. 75: 120. zw 
In 2x dz 
1106, (EE. 


Hallar las siguientes integrales, empleando sustituciones tri- 
gonométricas: 








sde VATI 
1201. E 1205. EE dz. 
3d: dz 
10. | E 1206 | => 
1203. $ VEZ a 1207. | VI=Baz. 


1204*. 


W=i 


122 Integral indefinida 





1208. Calcular la integral 


de 
$ z(1—2) 
valiéndose de la sustitución z=sen?t. 
1209. Hallar 


$ Visa dz, 
empleando la sustitución hiperbólica z=a sh. 


ús a el ución. Tenemos, Ya P2= YA FBshii=a ch t y dema ch tdt. 
le donde, . 


$ Vaz df acht-achidt= 
ratos a TM 0 
a as tdi=a $ a sh2rd1) Ce 


al 
==77 (sh th t4-1)+0. 


Como 
ara 
A A 
. 7 
y 


2+VITA 
- ; 


e=cht+sht= 
tendremos en definitiva: 
E 2 E 
vara =F VITA + Line + VIDAS, 
2 
dondo C¿=C— + Ina os una nueva constante arbitraria. 


1210. Hallar 
$ arde 


Vaza ” 


haciendo z=ach!. 


$ 3. Integracion por partes 


Fórmula para la integración por partes. Si u=q(x) 
y v=%p (z) son funcionos diforenciables, tendremos que 


K do vas. 


Ejemplo 4. Hallar 
f zInzáz. 


Integración por partes 123 


2 
Poniendo u=1n x; dv=x dx, tendremos dE, ==. De donde, 


e Pda a 2, 
f =Inzd:=3 Inz (5-5 In—F+C. 


A veces, para reducir la integral dada a una inmediata, hay quo emplear 
varias veces la fórmula de integración por partes. En algunos casos, valión- 
dose de la integración por partes, se obtiene una ecuación, de la que se 
determina la integra] buscada. 

Ejemplo 2. Hallar 





$ e% cos dz. 


Tenemos 


[ecos zdz=l e* d (sen 2) =e* sen «| son 2dxme% sen z+ 


+) ed (c092)=et sen ae cos | etcoszaz. 
Por consiguiente, 
ex cos dx =e* sen x+4-e* cos — $ e cosadr, 
de donde 
$ e* cos 2d (sen 74-cos 2) 46. 


Hallar las siguientes integrales, utilizando la fórmula para la 
integración por partes: 








1211. | Inzdz. 1220". [Tas 

1212, $ arotg 7 dz. 1221. f asen cos da. 
1213. $ arcsen ade. 12229, $ (a2+52-+0)00820de. 
1214. f asenz dz. 1223. Ñ 22 1n z de. 

1215, f zcos3zde. 1224. f Ina de. 

1216. | Faz. 1225. ( lZ ds 

1217. | 2-2%dz. 1226. | —Zaz. 

1218**, ' ae” de, 1227. [ zarctgzdz. 

1219, $ (2045) 0* de. 1228. f zarosen z de. 
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1229. $ in (+ Y 14322) de. 1233. $ 3*cos a dz, 
1230. EE. 1234. | e%*sen badz. 





z cos z 
dz. 


$ 1235. $ sen (ln x) de 
1232. $ e* sen zdz. 


Hallar las siguientes integrales, empleando diferentes proce- 
dimientos: 


1236. 


1237. 


% 


1238. po —2x +43) ln zdz. 


1239. 











1241. 


1242. | z%arctg 3z dz, 


1243. | zx (arotg x)? dz. 


1244. | (arcsen 2)? dz. 


ye 
yate 
' 
j slo 
1240, [25 
| 
j 
j 
y 





1205. | EA az. 


$ 4, Integrales elementales que contlenen un trinomlo cuadrado 


2 mon men 
1%, Integrales dol tipo radio El procedimiento 


pebucipal de cálculo consiste en reducir el trinomio de segundo grado a la 
orma: 


abr oa (24 kl, w 


donde k y 1 son constantes, Para efectuar la transformación (1), lo más 
cómodo es completar cuadrados en el trinomio de segundo grado. También se 
puede emplear la sustitución 


2ar+b=t. 
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Si m=0, reduciendo el trinomio de segundo grado a la forma (1), obte- 
nemos las E inmediatas III o IV (véase $ 1, 2%, tabla de las inte- 














grales elemontales). 
Ejemplo. 
$ de =5 de E 
22252 47 E 25 E 25 
(22725) + (3-7) 
¿z j 
1 4 
7 t C= 
7 arctg vá $ 
4 4 
y = EN arc O. 


Si m=£0, del numerador se separa la dorivada 2ax-+b del trinomio 
de segundo grado 


m mb 
many q or (E á 
$ aba po 28 apor o A 


m mb dz 
e ln abro + (137) $ in 





y de esta forma nos encontramos con una integral como la que analizamos 
más acriba, 
Ejemplo 2. 


7 e-0-5 1 
de= d:=> In[22=1— 














a—ei—1 
1 
a(=-3) El 
1 z 1 As 1 22-1-V5 
EDT a 


man 
=== d 
Yattbr+e di 
Los métodos do cáleulo son análogos a los examinados más arriba. En defi- 
nitiva e integral se reduce -a la V integral inmediata, si a >0, y a la VI, 
sia<o, 

Ejemplo 3% 


2%, Integrales del tipo $ 








de ell de A EE 
VA YA E 
. 16 4 
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Ejomplo 4”. 
| 2042 y de E 
Vva7* E 2121 .+2 1 VERE 


=V2FAFT42 Im (e 1 Vaz) 40. 
3%, Integrales del tipo 
de 
(man) Ya2Fbzto * 
Utilizando la sustitución inversa 
mr” 


estas intograles se reducen al Lipo 2%, 
Ejemplo 5. Hallar 





¡ de 
Y (+1) V2F1 


Solución. Ponemos 


1 
z+i= > 
de donde 
de 
de =** 
Tenemos: 


dt 








24 VIE 
A le, 





4. Integrales del tipo $ ViBtbzF0 dz. Completando cua- 
drados on el trinomio de segundo grado, esta integral so reduce a una de 
las dos integrales principales siguientes (véanse los NO, Nos 4252. y 1253): 

1 $ VIA =hV8A + arcson Z+c, 


y) | VAFia=h VERAS E lol VI FA 40. 
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Ejemplo 6. 


Ñ Vi2=Ad= $ VII U+a)J= 


Hallar las integrales: 





de 
1255. 
d: 
1256. $ A 
d: 
1257. mea 
ado 
1258, $ 2134-13 
y 3x—2 
1250. | az 
y 19 
1260. | ¿EP de 
adx 
1261. $ DIGNO * 
da 
1202 $ V2+32—223 
de 
1263. $ 7 
16. | ==. 
Vat paq 
3x—6 
1005: $ Via FS 
1266 $- E 
1267. $ 





1268. 

1269. 

1270. 
1271. 
1272. 

1273. 
2274. 
1275. 
1276. 
1277. 
1278. 


1279, 


$ 5. Integración de funciones racionales 


Método de los cueficientesindetorminados. La inte- 
después de separar la parte entera, se 
reduce a la integración de una fracción racional propia 


gración de una función racional, 


P(z) 


Qt” 





«Ez Vi=22—27 + aresen 0d EC. 


==" á 


de 





z a Viara=i 
de 

y VÁ=Y 
de 

(+1) Vadpzz * 

V2+23+5 de. 


Viadz, 





La e ire 


V2-2x2Fdr. 
zdr 
DAA 
cos e de 
soniz—6senz+412 
e da 


¡- sen x da 
YVostzF4cosz+1 


LAA LARA IAS 





In 2 de 
Y dTaz=Inz * 


(1) 
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donde P(z) y Q(xw) son polinomios enteros y el grado del numerador Plz) 
es má que el del denominador Q (2). 


A 
Un=( 07... (20, 
donde a, .... E son las diferentes raíces reales dol polinomio Q (2) y % ..., 4 
son números naturales (grados de multiplicidad do las raíces), la fracción (1) 
podrá descomponerse en fracciones simples: 
Pix) __4 Ao la y 
do =p t Aris 





(2) 





Para calcular los cooficientes indeterminados Aj, 4z, -.. Ly ambas partes 
de la identidad (2) se reducen a la forma entora y, después, se igualan los 
cooficientes de cada una de las potencias iguales de la variable z (primer 
o: También se pueden calcular estos cocficiontes igua- 
lando la x, en la igualdad (2) o en su equivalente, a ciertos números debi- 
damente elegidos (segundo procedimionto). 
Ejemplo 4. Hallar 
$ 1dz L 


CDE 
Solución. Tonemos: 


Bs Ba 
E cr 





E 
—1 177 
de donde eE 
25 A(0+1)94B, (21) (241) 4 B2 (24). (3) 


a) Primer pinto para la determinación de los coeficientes. Copiamos 
la identidad (3) dándole la forma 


2=(4+B,) 22+(244 Bo) 24+(4—B,—Bo). 
Igualando los coeficiontes de cada una de las potencias iguales de z, tenemos 
0=A+B5 1=24+B3 0=A—B¡—By. 
De donde 4 a á 
Áá=z; B=-z; Bi=> + 
b) Segundo procedimiento para la determinación de los coeficientes. Haciondo 
z=1 en la identidad (3), tendremos: 
1=A4-4, es decir, al. 
Haciondo == —1, tendremos: 
—4=-—B,:2, es decir, B=h- 
Haciendo después =0, tendremos: 
0=4—B,—B2, 


es decir, B¿=4A—B¿= +. 
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Por consiguiente, 











tp de 14 de 1 de 
a 
1 1 1 
=7 In |z—1 [23 In 1741 Ly +e- 
y 1 A fat 
ETE E da ee. 
Ejemplo 2. Hallar 
de 
BA 
Solución. Tenemos, 
1 br in Cc 
Er e y A ra 
y 
1=4 (2194 Br (24)4+Cz. (4) 


Al resolver este ejemplo, se recomienda combinar los dos procedimientos 
para la determinación de los coeficientes. Utilizando el segundo procodi- 
miento, hacemos =0 on la identidad (4) y obtenemos 1= A. Luego, haciendo 
«=1, tendremos quo 1=C. Después, empleando cl primer procedimiento, 
igualamos en la identidad (4) los coeficientos de 22, Tendremos: 


0=A+B, os docir, B=—1. 
De esta forma, 
Axu1, Ba—=i y C=1. 
Por consiguiente, 
fu $ dE E 
2 

Si el polinomio Q (x) tiene raíces complejas a +ib de multiplicidad k, 

en la descomposición (2) entran adomás fracciones simples de la forma 





de 1 
$ =In/2/—101211- 240. 








Mic4 Ny Muz Na 
A A 6 
donde 
24 pe q=[2— (0400) [2—(a— 109] 








y Mi, Ny, --., Mu» Nx son cocficientos indoterminados que se calculan por 
los procodimientos indicados más arriba. Cuando lk«=1, la fracción (5) 
so integra directamente; cuando k>1, se emplea el procedimiento de reduc- 
ción, recomendándose que previamente se le dé al trinomio de segundo grado 


E A E , ep Da 
224 pa-+q la forma (++ z ) +( ; ) y so haga la sustitución 2-+L=>, 


Ujemplo 3. Hallar 
2+4 E 
¡aña 
Solución. Como 
2er =(24 2844, 


91016 
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poniendo +-2=x, tenemos: 


y 2-1 > zdz (| 
o o 








4 dz 1 El! 
«ol al le AD 
z 1 $ 2+1 
Tc mo UE is ET VÍ 
4 243 1 
— y erotg 2+C= RT ++: 


2. Método de Ostrogradski. Si Q(z) tiono raíces múltiples, 


se tiene, 
Pía) , X(2) Y (2) 
TOMA To be o 


donde Q,(z) es el máximo común divisor del polinomio Q (x) y de su deri- 
vada Q” (2); 








Qa(2)=0 (3): QM 


X (2) o Y (2) son polinomios con coeficiontes indoterminados, cuyos grados 
son menores en una unidad que los de Q, (2) y Q2 (2), respectivamente. 

Los coeficientes indeterminados de los polinomios X (+) e Y (z) se calculan 
derivando la “identidad (6). 

Ejemplo 4. Hallar 


de 
$ 19 
Solución. 
di AP4BrAO q DABA 
O 


Derivando esta identidad, tendremos: 
1 (LAz YB) (221) 332 (4224 B24C) , Dit Est P 
Par” (+17 E == 
o bien, 
1=(2424B) (23 —4)—32? (42? 4 Bx+C)-+(Da24 Ez-+ F) (224). 
Igualando los cooficientes de las correspondientes potoncias de z, tendremos 
D=0; E-A=0; F—2B=0; D+3C=0; E+24=0; 
B4+F=-—4; 
do donde 
Abr p==244 (ek. Dl Edi Far 
d 3 3 
y, por consiguiente, 


dz ES 1 AN 2 Ñ da e) 
$ (e A er 
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Para caleular la intogral del segundo miembro de la igualdad (7), des- 





componemos la fracción +3 en fracciones elementales: 
1 _ LL MAN 
BATA TARA 
es decir, 
1=1 (24241) 4 Mz (21) 4N (2-4). (8) 


Poniendo z=1, tendremos que L=+ » 


Iqualando los coeficientes de las potencias iguales de z en ambos miem- 
bros de Ja igualdad (8), hallamos: 


L4+4M=0, L—N=1; 
es decir, 


1 2 
Maq: N=-=<> 


Por lo tanto, 

















de _4 de A 2+2 
MO Z-1 +1 TA 
= mts dl ¡Fm (+07 arctg 2 +0 
y 
de Ea 1 nd r+t 2 add 
$ TIT Bat" =p +_—B 35 arctg == 75 +C. 
Hallar las integrales: 
mirar 52940249 
428%: $ CFDEFD * 8 TIN dz. 
? 225249 228747 
1281. | S=ppy dz. po 2 ¡E 
de ds 
08 Dr 1290. | pd. 
AE Petty 
q Me cn 1291. (a 
52342 
125% (A 1292. ira 
de 
120 $ (FP 1293. Vaiaprs: 
34 
1286, | ¿7 dz. 1294, 1-2 SE y 
14603412046 
1281. a 1. $ E 


g» 
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de de 

1226 | pr: 12% (aerea: 
d: 3d 

197. | > 1300. $ Eg de 


pr 3r-+5 
1298. $ A 


Hallar las integralos siguientes, utilizando el método de Ostro- 
gradski: 


de de 
0% lar 
de A at49 
1302 1 > 1304. | pt 


Hallar las integrales siguientes, ompleando diversos procedi- 
mientos: 








1305. $ erre 110. [> 

1306. 4 A ds. 134. pr 

1307. Vs dz. 1312. ¡oro 
1308. N "> 1 | > 

1309. | Hp 7: 1314. | 


$ 6, Integración de algunas funciones Irracionales 


1%, Integrales del tipo 
= Pe 
EN) ar+by % 
als (E) (Ez) 
donde R cs unu función racional y Pp dp Pa 9 +...50N 


númoros enteros. 
Las integrales del tipo (1) se hallan valiéndoso de la sustitución 


ar+b 
capa 


donde a es el mínimo común múltiplo de los númoros $,, da» »+- 


(1) 














=2», 


Ejemplo 1. Hallar 


$ de 
VE PRAT 
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Solución. La sustitución 22—1=x1 reduce la intogral a la forma 


dde 23 dz 
a páe 








1) di=(+1)9+210):4]40= 





sr 


=((+y Dn (2) RC. 





1320. $ EEE do. 
(2+1)92— Y z-F1 
2. Integralos del tipo 
Al de (2) 
Ñ Varpbrpe 
dondo Pa(z) es un polinomio de grado ñ. 
Se supone que 
$ Pr (2) 
Vad+br+e 
dondo Q»_, (z) es un polinomio de grado (»—1) con coeficientos indotormi- 
nados y A es un número. 


Los cooficiontos del polinomio Qh-, (1) y el número % se hallan deri- 
vando la identidad (3). 


de=Qn-s (2) ON EE (0) 





Ejemplo 2. 
7 ay dat 
2 yz A 
$ e Y AF 1d $ EZ 
=(A34+B224Cx4D) vari+al ER . 
De donde 
qq an BR4Cr4D)2, A a 


y ió 
=(34124-2b: C) aq 4 
q =CAm+2b2+ )VIFA+ Vai vá 
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Multiplicando por Y/22-F4 e igualando los coeficientes de las potencias 
igualos de x, obtenemos: 
1 e A 
A=-75 B=0; (==; D=0; 4=—2. 
Por consi guiente, 


| ayi 22m (0+ V EFEC, 
3%. Integrales del tipo 





de . 7) 
y (zar Yadpbrpe 
Se reducen al tipo de integrales (2) valiéndose de la sustitución 
es 
ta 
Hallar las integrales; 
añ de de 
1326. $ TA 1329. $ na: 
25 de 
1827. f 2. 1330. | AD VATE" 
E tol 
1328. Vis dx. 1331. | da 
4”. Integrales de las diferenciales binomias 
Ñ 2% (a-b2%)0 de, (5) 


donde m, n y p son números racionales. 

Condiciones de Chébichey. La integral (5) puede expresarse 
por medio de una combinación finita de funciones elementales únicamente 
ón los tres casos que siguen: 

1) cuando p es número entoro; 

2) cuando "E! es número entero. Aquí se emplea la sustitución 
aba" =2", donde s es el divisor de la fracción Pp 

3) cuando “El4p os número entero. En este caso se emplea la sus- 


titución ax=24-b=39, 
Ejemplo 3. Hallar 








- =L 
Vz 
Ls 
3 ds ls e Ox: e III 
Solución. Aquí m==z; n=; == E e=—— 22 
Z 


Por consiguiente, tenemos el 2) caso de integrabilidad. 
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La sustitución 
1 


4d 
nos da; 2=(08—1)4; da =12:3 (28 4)% dz, Por lo que 


1 14 
e ET aa a 
1 2 4(142%) ds=124 Hr 
=2f (a EC, 


donde 


Hallar las integrales: 





E . 
1332. 2 (1422) 2 dx. 1335. $ 7 , 











1838, | - 1836. | —G. 
yea 204 
de de 
1334. Savia: 1337. a VES 
$ 7. Integración de funclones trigonométricas 
4%. Integrales del tipo 
$ sen” z cos” zdx=Im, n, (1) 


donde mm y, n son números entoros. 
1) Cuando m=2k-+1 es un número impar y positivo, se supone 


Imn= -/ sent q cos” q d (cos 2) = 4 (1—cos? 2)% cost z d (cos x). 


De forma análoga se procede cuando » es un número impar positivo. 





Ejemplo 4. 
n a9 
$ sento z costa dz | sento y (1 —sen? z) d (son == - “E 240, 


positivos, la expresión subinte- 


2) Cuando m y n son números pares PA " 
rmulas: 


gral (1) so transforma valiéndose de las 


son? 2= (100522), Coty (14-cos 27), 


sen 7.C0s 1 =3 sen2z. 


136 Integral indefinida 





Ejemplo 2. 


$ cos? 3x sent 3z dz= $ (cos 3z sen 32)? sen? 37 de= 





sen? 
== | (sen? G7— sen? 6 eos 62) da= 
y 


=5| (EE sont 6 cos6s) dr 


1 (5 sent 


8 


2 24 








sen3 6z ) +C. 


3) Cuando m=—Hh y n=-—v son números enteros, negativos y paros 
del mismo orden, tenemos 
Imoa= Ñ E $ eosocH z séc"=i y d (tg z)= 
sen* z cos” z 
Z y-2 o] 
1 y2 _— ? (1+tga) 2 
=l (1 ) d+tg82) 7 diga] HEAT 
y (+) ea 7 9) e 


A este caso se reducen, en particular, las integrales 


qt a(5) Et a+) 


-=1 y E 
sntz 2 sont costo cos” z son” (2+ s ) 


d (tg 2). 


Ejemplo 3. 


$ usa] secta (tg) | U+tg? 2) ES 


costa 


Ejemplo 4. 


de 1 $ da dy Ñ E z 
¡Biaa EN, E ta E seo Ade 
E 8 % 
j se a sens 5 cos3 z E 
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4) Las integrales de la forma | tg?zdz [o | ctg"zdz], donde m es 
un número entero y positivo, se calculan valiéndose de la fórmula 
tg? z=sectz—t1 
(o de la correspondiente ctg? == cosectz—1). 
Ejemplo 53. 





Ñ Fi $ teta (seta 1) de E =$ iglrdrs 
s 
An $ q $ (sect 24) d0= E gro O. 


5) En el caso general, las integrales /m,n de la forma (1) se calculan 
por medio de fórmulas de reducción (fórmulas de recurrencia), que se deducen, 
ordinariamente, empleando la integración por partes. 

















Ejemplo 6. 
de _( sentazfcostz sen q de 
$ eS aa E $ mue: + Losa 
1 1 cos z dy 
Se ogaz 7 z Ñ Jo d+ 70S 
1 
+ alter +s02 4. 
Hallar las integraJes: 
1338. | cos*adz. sm 
1339. $ senóz dz. 1348. Ñ <=: 
1340. $ sen? x cos! z da. 1349. $ os dz. 
E z dz 
1341. | sen FcosiF de. 1350. | > 
cos5 y de 
1342. $ sen z de. 1351. $ sonbzcosiz * 
1343. $ sent x dz. 1352. = pe 
son y cos3 z 
1344. $ sen? z cos? z dz. pS 
ae on (247) 
1345. $ sen*zcos! x dz. 1353. zur e 
1346. $ cos 3xdx. 1354. $ 
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1355. | sectándz. 1360, | asenta? dz 
1356. $ tg*5zdz. 1361. | de. 
1357. Ñ cta? x dz. 1362. $ sent xj/cosz dz. 
4 de 
1358. $ ctgl a dz. 1363. Ñ EEN 
1359. te + ti EAN 
$ (105 +tet<) de. 1964. | E 


2%, Integrales de las formas: $ sen mx cos nz dx, 


S son mz són nz dz y $ 005 mz COS nx dz. 
En estos casos so emploan las fórmulas: 
1) senmacosnz=2 7 [sen (m-+n) 2-+sen (mn) 2]; 


2) sen mz sen nz == + Icos (m—n) z—cos (m-+-n) 2]; 





3) cos mz cos nz en (m—n) x+cos (mn) 2]. 
Ejemplo 7. 


$ sen 9z sen x de == $3 3 [cos 8x—cos 107] d=5 j6sen Br— ¿son 107+C. 


Hallar las integrales: 


1365. $ sen 3x 00s 5x dz. 1369, $ cos(az+-b)cos(az—b)dz. 
1366. $ sen 10x: sen 15z dz. 1370. $ son ut sen (ol + p) de. 
1367. $ eos F cos < de. 1371. $ cos zcos* 3a da. 

1368. $ sen + cos + dz. 1372. $ sen z sen 2x sen 3z dz. 


3%, Integrales de la forma 
f Rina, cos 2) dz, (2) 


donde R es una función racional, 
1) Valiéndose de la sustitución 


de donde 
1-2 2dt 


sm cos2= TFR» => 
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las integrales de la forma (2) se reducen a integrales de funciones raciona- 
les do la nueva variable +. 


Ejemplo 8. Hallar 





de 
1 + sen cos z 


Solución. Suponiendo tg -—=t, tendremos: 





2d 

y 1422 E Bn. E z 

Al > Ñ ac tn] 14 | +0. 
++ 


2) Si se vorifica la identidad 
R(—senz, --cos z) = R (sen x, cos z), 
para reducir la integral (2) a la forma racional se puede emplear la susti- 


tución tg z=t. 
En este caso, 














t 1 
==» sz= 
sen z VER sz VTFR 
y de 
z=arctg t, SA * 
Ejemplo 9. Hallar 
E 2-1 6) 
IFsmtz > 
Solución. Poniendo 
5d de 
tgr=t, bi TE de d=a* 
tendremos: 
1=| de =$ a. 4 S aya) __ 
EXT TIPA EY 
ala) PAT 





arctg (t VD 40= zu (Y2tg 7) +0. 


Debe advertirse que la integral (3) se calcula más de prisa si el nume- 
rador y el denominador de la fracción se dividen previamento por cos?z, 

En algunos casos concretos es conveniente el empleo de procedimientos 
artificiales (véase el ejemplo N* 1379). 


Hallar las integrales: 


dx cos x= 
1373. $ az" 1375. $ da, 


1374. Ñ a A 1376. (Ea 


sen -peos 2 * —sen z 
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de E da 
1377, A E 1384*. Ñ son?x—5sen 5005 q * 
de a sen 
1378. $ cosa 2senz+3 * 1385. a —cos 20 da. 
3 sen 2-2 cos x f __sen2x 
1379**. Ñ 2senz+3c0sxr 1386. 1+sontz 
t+tgz Y cos 2x1 
1380. | EZ dz. 1387. | oran de 
de P cos e 
1381, Vorrans: 1388. Mica Ei 
de dí 
1382*, Ñ 3sontapocostr * 1389*. $ (2—sen 2) (3—sen 2) * 
de 1—sen + 4-cos y 
1383%. ai 1390*. Ms 


$ 8, Integración de funclones hiperbollcas 
La integración de las funciones hiperbólicas es completamente análoga 


a la integración do las funciones trigonomótricas. 
Deben rocordarso las siguientes fórmulas principales: 


1) chta—shta=4; 


2 shto=< (eze —1) 
3) eto (oh 22+1); 


4 she che == sh2z. 
Ejemplo 1. Hallar 


A 
Ñ ch2 zdz. 
Solución. Tenomos: 


$ chía de | Zn 2241) dom sh2d q 240. 


Ejemplo 2 Hallar 


Ñ ch3z dz. 


Solución Tonomos: 


sh y 


$ adi $ chtzd (sh) = $ (she) a (sho) =sh 20. 
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Hallar las integrales: 








1391. | sh? e da. 1397. $ th3z dz. 
1392. Ñ chi z dz. 1398. $ cthiz dz, 
1393. Ñ sh3zchz dz. 1399. Vantanz 
1394. Ñ sh2zch?z de. 1400. lemas 
4990: Ñ Sh o 101 La m1 
1396. | 1402. $ VE > 


$9. Empleo de sustituciones trigonométricas e hiperbólicas para el calculo 
de Integrales de la forma 
Ríe, Vadba+c) de, (1 
donde R es una función racional. 
tw Transformando cl trinomio de segundo grado az?4-b34c en una suma 


o resta de cuadrados, reducimos la integral (1) a una de las integrales de 
las formas siguientes: 


1) $ Ra, Vii—2) ds; 
2) Ñ Re, VnF) de; 
e) $ Ríe, VE) de. 


Es últimas integrales so resucivon valiéndose, respectivamente, de 
las sustitucionos: 

1) :=msent o :=mtht, 

2) 2=mtgt oz sh£, 

3) :=msect o 2=mcht. 

Ejemplo 4. Hallar 


de 
$ rv" 
Solución. Tonemos: 
ar 2= (24 1)044, 
Pongamos x+4=tg t, en cnyo caso dx=s0e2t dt y 


=f de =j sec? ide =$ cost yy 
(+1 VEFDEFI 3) tgótscce )sente 












1 
AL 


142 Integral indefinida 
Ejemplo 2. Hallar 


(VERA 421, 
Solución. Tenemos: 
arto a) 
Poniendo 
+ y a ch tdt, 
obtendremos: 


121 (Poo Y ntats 
-Y8. $ ah rozar tea 
34 


8 


O Fi 1) +0. 
Como 

(Rd) ¿VIA 

¿la (+3 HAVIA) in Sa 


definitivamente, O 


YE 


I= List paq ay TL (+3) VR 
— ln (+74 VER) +C. 
Hallar las integrales: 


1403. | YI=2=2Bdr. 1409. [VA=0:7 Ba—7 de, 


1404. [ VIFZ dr. 1410. prep 


1405. 








Vis do ES 


¡ 
j 
$ 

1406. (Vvi==+2 de. 1412. ds 
j Vara y= 
$ daa 





(2 atra? 
Urea l vi= z 





1407. | Y 1374 dz. 1413. 





1408. 4=m SAR : 
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$ 10. Integración de diversas funciones transcendentes 
Hallar las integrales: 


1415, 
1416. 
1417. 
1418. 
1419. 


1420. 


! 
j 
) 
j 
y 


¡ 


(24 +1) e" dx. 
22 cos? 3 dz. 
«senx=cos2x dr. 


e* sen? z dz. 


e* sen z sen 3x dz. 


xe*cosz dz, 


1421. $ 
1422. $ 
1423. Ñ 
1424. 


y 
1425. $ 
$ 


$ 11. Empleo de las formulas de reducción 


d: 
1427. =| Eo haller ly 0 Lo. 
1428. 1, = $ sen"z dz; hallar /, e ly. 


1429. I,= $ a 


5 hallar lz e Li. 


1430. In=5 «a"e”* dz; hallar f/ 50. 


$ 12. integración de distintas funciones 


1431. 
1432, 


1433. 


1434. 
1435. 
1436. 


| 
¡E 
¡É 
Sa 


de 
2124249 * 
2—5 


sdñ 


Pe 





z ee: 
Pm ri h 


Em +1) Ñ 


de 
FEA" 
a L4z 12, 
In? (24/1422) de. 


xarccos (52—2) dz. 





1426. | senzsh x dz. 
d: 
1487. | hp 
d: 
1438. $ A 
zdx 
1439, ta”: 
3—4x 
1440. | ETS 
1441, $ (E do, 
dz 
1442, : 


144 
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1443. ¡5 1 
djs $ 104 FETO EN 
1445. ¡vi 
1446. Mv 
60 VE dz 
1448. $ aras” 
1449. $ > 
1450, [ns 

Eto 
1451. laravar 
1452. (1é=3 ddz. 
1453. $ V3=42 dz 
1454. Lian: 
1455. fz Vi +22 +2 dez, 
1456. Vaya 
1457. Ñ , 
1458. $ 
1459. + 
1460. ¡ 











1461. 
1462. 
1463. 
1464. 
1465. 


1466. 


1467. 
1468. 
1469. 


1470. 


1471. 
1472. 
1473. 
1474. 
1475. 
1476. 
1477. 


1478. 























(2+cos 2) (3Fcos 2) * 
sec? a 
Vigz244tg 241 








cosaz 
=== UY. 
Va sen az 
zdx 

costas * 


sen? xdz. 


> 
ae” de. 


1479. 
1480. 
1481. 
1482 

1483. 
1484. 


1485. 


1486. 
1487. 
1488. 
1489. 


LO4046 
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) 
ls 
yo 
Vara 
Varia 
j 
Paz 
Vasa 
Las 
) 
La 


q 


la Y I=zax. 





(son zp 00s 2)i me Y 


E A 


sh xch z dz. 


shzxchx 
a 





1490. 


1491. 
1492. 
1493. 
1494. 
1495. 
1496. 
1497. 

1498. 
1499. 
1500. 





f da. 
(41% 


$ Ez dz. 


$ (2* —4) 102 dz. 
$ VeH az. 


arotgs q, 


Aj 


a% arcsen 2 dz. 


cos (ln x) dz. 


arctg (27 +3) dz. 


arcsen Y z de. 


$ 
$ 
5 2? — 32) sen 5z de. 
ja 
j 
y 


|x| dz. 


Capítulo V 


INTEGRAL DEFINIDA 


$ 1. La Integral definida como límite de una suma 


1. Suma integral. Sea f(x) una función definida en ol segmento 
a<i<b y a=m<7< ... <zp=b una división arbitraria de eslo seg- 
mento cn n purles (fig. 37). La suma do la forma 


n-1 
Sa= )) F(E) Azi, (1) 
150 
donde 7 LE < 2 A 241 — 25 
¿=0, 1, 2, ... (n—1), 
recibe el nombro de suma integral de la función f(x) en [a, 5]. S, ropre- 


senta geométricamente Ja suma algóbrica de las áreas de los correspundien- 
tes paralelogramos (véase la fig. 37). 





Fig. 37 


2, Integral dofinida. El límito do la suma Sn, cuando el 
número a de divisiones tiende al infinito y la mayor de las diferencias Az¡ 
tiende a cero, so llama integral definida de la función f(x) ontro los límites 
a=a y z=b, os decir, 

ni » 
lim Az = (2) de. 2 
nel Y 16085 $ e 

i=0 a 
Sí la función f(z) es continua en [2, 5], también será integrable cn [a, 5), 
os decir, ol límite (2) existo, independientemente del método que se emplee 
para dividir el segmento de integración [a, b] en segmentos parciales y de 
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la elección de los puntos E dentro de dichos segmentos. La integral (2), 
dofinida geométricamento, es de por sí la suma algóbrica de las áreas de 
las figuras quo forman el trapecio mixtilíneo aABb, on cl que las ároas 
do las partes situadas sobre el eje OX se toman con signo positivo, mientras 
que las áreas de las partes que se encuentran bajo el eje OX so toman con 
signo negativo (véase la fig. 37). 


r 
y 
7 
yz 
0 
01 10 a A 
Fig. 38 Fig.39 


La definición de la suma integral y de la integral definida so genora- 
Jizan, naturalmente, al caso cuando a >b, 
Ejemplo 4. Formar la suma intogral Sy para la función 


1(6)=1+2 
en el segmento [1, 10), dividiendo este intervalo con n partes iguales y 


eligiendo los puntos Es de forma quo coincidan con los extromos izquierdos 
do los segmentos parciales [;, 7;41). ¿A quó es igual el lim Sn? 
mn 


10—1_9 gi 
ASA Y E=su=a tilda sip. 


Do donde ¡(69 =14142 242%. por consiguiente (fig. 38), 


Solución. Aquí Azx¡= 





mi n-1 
Sa= Y) 1(604=)) (2-2) E 


i=0 i=0 
ie SL n(a—1) st ol 84 
4 (1) 87 > 
1 
. lim Sn=58 5. 
AT 


Ejemplo 2. Hallar el árca del triángulo mixtilínco, limitado por el 
arco de la parábola y=x*2, cl oje OX y la vertical z=a (a >0). 


Solución. Dividimos la base a en n partes iguales pr=h. Eligion- 
do el valor de la función en el comienzo de cada segmonto, tendremos: 


y1=0; (Ey w=[2(2)] es m=[-012)]?. 
10+* 


148 Integral definida 





El área de los rectángulos inscritos se calcula multiplicando cada ya por 
la baso a0=f (fig. 39). Sumando, obtenemos el área de la figura esca- 
“tonada 


2 
s=2(£) [a+a4... +00]. 
Utilizando la fórmula de la suma do los cuadrados de los números enteros 


MEETS 
ren 





hallamos 


2 (n—1) n(2n—1) 
A 


Sn 


do dondo, pasando al límite, obtenemos: 


s o aa A) (2n—1) a? 
dea UN AN 


Calcular “las integrales definidas siguientes, considerándolas como 
límites de las correspondientes sumas integrales. 


1] 1 
1501. $ dz. 1503. [ada 
a -2 
T 10 
1502. Í (vo+81) de, 1504, (2%dz. 

3 


Yo Y £ son constantes. 


1505*, | aédz. 


aer 


1506*. Hallar el área del trapecio mixtilíneo, limitado por la 
hipérbola 
. 


1 
== 


el eje OX y las dos ordenadas: z=a y z=b (0<a<b). 
«1507, Hallar 


f()= 


o 


sen £ de. 


Cálculo de las integrales definidas por medio de indefinidas 149 


$2, Dálculo de las Integrales definidas por medio de Indeflnldas 


1. Integral definida con el límite superior varia- 
ble. Si la función f(£) es continua en el segmento (a, b], la función 


= 


rtf FO 


a 
es una función primitiva de f(x), es decir, 
F' (2)=f (2) para a <z<b, 


2. Fórmula de Newton-Leibniz. Si P'(=)=f(s); se tiene, 
: a 
[1 az=F (2) l =Fb)—F (o). 
a 
La función primitiva F (x) se calcula hallando la integral indofinida 


$ 1 (2) d2=F (2) 4C. 


Ejemplo 1. Hallar la integral 
3 








Ñ ida, 
—i 
3 
Solución. O 
1 
1508. Sea 
b 
1=(L(6>2>1). 
z 
Hallar: 


dl dí 
0 aw 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 


« xa 


1509. F(=)= fin ¿de (>0). 1511. F(x)= Ñ Pd 
H > 
o vz 
1510. F(x)= Ñ VIFñd. 1512. I= Y cos(1? de (2>0). 
z Ae 
5 
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1513. Hallar los puntos extremos de la función 


y= pont nt di en el campo x>>0. 


Utilizando la fórmula de Newton-Leibniz, hallar las siguientes 
integrales: 





1 x 
E 
1514. 1516. L eat. 
di 1 
sa : 
55, (E 1517. | costat. 
-2 b 


Valiéndose de las integrales definidas, hallar los 'límites de 
las sumas: 


e y! 2 —1 
1518*. Mi (rt +). 


En): 





1519%. Lim (th 
1520. lin PA do (p>0). 
nuroo 


Calcular las integrales: 
2 
1521. Ñ (212043) dz. 


a 
NN 
a 








1 
bl ) 132 p2 
Ea - ñ yo dy 
1522. | (V 2243) az. 1528. | E. 
b E 
1 
4 5 3 de 
1523. (EL ay. ñ 1529. Varas 
1 4 
6 1580 <: 
1524. ( Y 3-2 dz ] A 
2 o de 
-s 1531. | as. 
1525. | E | 0 
"1 Vai En 
Ey . 
Ainas ( Ze 1532. jes ada 
+ 
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Yi + 
2 
de 
a, , 1540. Í tgzdr. 
1533. ¡ Vez A dú 
3,5 a ú 
1534. [ tE 7 
a Ñ Vita=aá é 
z 1541, Ñ ctgto do. 
1585, f Edy + 
y+á 1 
pe 
2 1542. | rar 
1536. Í costa de. E 
3 1543. pibas 
he 
E In 3 
] A 
1537. $ sen Pdo 1544. | E 
ch? z 
E ln 2 
6 de ¿ 
1538. Vaz: 1545, jet 
e 


1539. Ñ AA 


$ 3. Integrales improplas 


1% Integrales de las funciones no acotadas. Si una 
función f(x) no está acotada en ningún entorno del punto e, del segmento 
fa, b), y es continua cuando a<zx<'e y c<z<b, de acuerdo con la defi- 
nición se supone: 


» ee b 
Ñ 12) dz=Lim $ (oráz+ tin Y tran, 10) 
a cn 


a 


Si oxisten y son finitos los límites del segundo miembro de la igualdad (1), 
la integral impropia recibe el nombre de convergente, en cl caso contrario 
será divergente. Cuando c=ú4 o c=b, la determinación se simplifica do la 
forma correspondiente. 

Si existe una función F(z), continua en ol sogmento [a,b] tal, que 
F' (2) =] (2) para x= > (primitiva generalizada), se liene, 


D 
| ma=F MF). a 
> 
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0 
Si 1H) |<FP (2) para a<z<b y [ta convergo, la integral (1) 


también converge (criterio de comparación). 
Si 1()>0 y limi/(2)Je—="324H00, A3%0, es decir, f(2) =— 
ae 
Lo cuando <=->c, tendremos que: 1) si m<41, la integral (1) es 


convergente, 2) si m>1, la integral (1) es divergente. 
2”. Integrales con límites infinitos. Si la función f(x) 
es continua para a. << 00, se supone que 





o » 
Ñ (2) d2=]im Ñ 12) dz e) 


y según que exista o no exista límite finito del segundo miembro de la 
igualdad $. la integral correspondiente recibirá el nombre de convergente 
o de divergente, 

Aaálogamente 


1 1] 5 b 
$ f(x) dz= lim Ñ tods y Ñ (2) dx= lim $ sto) dz. 
= po —o poe 


Si |f(2)1<F (2) y la integral $ F (x) dz converge, la integral (3) tem- 
a 


bién convergerá. 
Si f()>0 y lim (/(2)2)=4 00, A=£0, es decir, f (2) — £ cuando 
x00 
2—> 0, tendremos qe 1) sim>1, la integral (3) es convergento, 2) si 
m<t, la integral (3) es divergeuto. 
Ejemplo 1. 
-e 


a] e Se (6) (5) 





EN ero y 90 
la integral es divergento. 
Ejemplo 2. 
fa a 
la á la EJ 
ida Ñ Tp 5=)im (ercigb—arctg 0) ==. 


Ejemplo 3. Investigar la convergencia de la integral de Euler-Poisson 


Ñ Pd, (4) 
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Solución. Se tiene, 
ES 4 ES 
j e” de) > 2241 ev az. 
1 
La primera de las dos integrales del segundo miembro no es impropia 
y la segunda es convergente, ya que e" <e"* para 2>1 y 
eo » 
ye $ edi lim (eve) =ek 
0 bro 
por consiguiento, la integral (4) es convorgente. 
Ejemplo 4. Investigar si es convergente la integral 
o 


(5) 


de 
y TO 


Solución. Cuando z—>-+00, tenemos: 





Como la integral 


es convorgonto, nuestra integral (5) también lo es. 
Ejemplo 5. Investigar si es convorgente la intogral elíptica 


1 
de 
iy 5 


Solución. El punto de discontinuidad de la función subintegral es; 
z==1. Aplicando la fórmula de Lagrange a la diferencia 1—2%=(Í—2)xX 
Xx (142) (1 4-22), obtenemos: 

e 
Yi=a4 





donde =< z,< 1. Por consiguiente, cuando z—>1, tendremos 


1 eE 
Via Zlii=z 





154 Integral definida 


Como la integral 
1 


1 
y 
$ ( iz ) me 
Ú 
es convergente, la integral dada (6) también convergerá. 
Calcular las siguientes integrales impropias (o determinar su 
divergencia): 








1 1 
de 3 
1546. e y 
j vz 1557. Ñ Ha 
1 
1547. qe z 
Ss 5 de 
A 1558, James 


E] 

= 

o 
so 
ES 

















s 1550. de (a>1) 
1549, de ? zlnz d 
549. Var a á 
: de 
Pen IA sm Th > 
Ñ yi=za z 
1551. qas 1561. y Suzda 
1 
1552. 1 E 1562. [etdz  (1>0). 
i ó 
1553. 15 1563, (UNES de. 
í 
$ de á dz 
1554. | > 1564. | =p 


1555. 1565. 











Liar 
Y 
ho 
Ele 
+ 
E 
Ry 

e | 


1556. | senzdz. 1566. 





sono” tad med o 
e 
y 


pa 
1 

en 
8 


> 
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Averiguar si son convergentes las integrales: 








100 1 
de de 
1567. j nava" 1571. ¡e — 
+.00 2 
1568. | E. 1572, [ E 
] AV p14S ¿ns 
% de E osonz 
1569. p Ss yan 1573. y mE de 
dh 


zdz 
1570. ¡am 


1574*. Demostrar que la integral de Euler, de 1% especie 
(función beta) 


1 
B(p, q) =P (1—2)t1dz 
Ú 


es convergente cuando p>>0 y q >0. 
1575*- Demostrar, que la integral de Euler, de 2* especie, 
(función gamma) 


T(p)= Ñ ae" de 
es convergente cuando p>0. 


$ 4, Cambio de varlable en la integral definida 


Si Ja función f(x) es continua en el segmento a<z=<b y z=Qq(t) es 
una función continua conjuntamente con su derivada q'(£), ea el segmento 
a<t<ófP, donde a=p(a) y b=0Q(B), y la función f[p(t)] es definida 
y continua en el segmonto «<t-< ff, tenemos 


17 B 
a IDA CES 
3 Es 
Ejemplo 41. Hallar 
a 
avia (a>0). 


0 
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Solución. Hagamos 
z=a Sen t; 
dx=a cos tdi. 


z q 
En este caso, t=arcson q Y por consiguiente, se puede tomar 4= 


=arcsen 0=0, P=aresen tz. Por lo cual, tendremos: 


al sen? ¿22d senE fa cos tdt= 


ola 


a 
$ e yaa dr= 


sent 21 dz 


somja 

a 

' 

a 

8 

8 

E 

* 

1 


E 
2 

as 

=at Ñ son? t coi tdt= 
ó 


1576. ¿Se puede calcular la integral 
2 


Vi=z2az 


valiéndose de la sustitución z=cos/? 
Transformar las siguientes integrales dofinidas valiéndose de 


las sustituciones que se indican: 








a 
3 “S 
A ds 
1577. | VI FTdz, 221. 1579. ] Va ass. 
ES 


1578. | LE, a=sent 1580. | f(2)dx, z=arctgl. 


Via” 





Seal 


ejes 


1581. Para la integral 
b 
Vaz (>) 
3 
indicar una sustitución lineal entera 
z=0+b, 


Cambio de variable en la integral definida 157 





Que dé por resultado que los límites de integración se hagan 
respectivamente iguales a 0 y 1. 

Utilizando las sustituciones que se iídican, calcular las siguientes 
integrales: 


> 





dx es 
1582, vz s=0, 
29 
(27 
1583, ts rt—-2=2, 


1584. | Y F—T1dx,  -1=2 


de 


t 
1585 [q r  te7=2 





dz 
IFpatsentz ” 


1586. tgzr=t. 


Raja AA e ES 


Valiéndose de sustituciones adecuadas, calcular las integrales 








1 o In5 
1587. | VEZ as, 1589. | az, 
ds ] 
2 5 
1588. | VEZ! am, 1590. | E. 
7 z y 224 Y 3241 
Calcular las integrales: 
3 a 
SA == 
1591. j a 1593. q 0 E de. 
1 a 2 dj 
. ' 
1592, ars: 1594. | ==> 


1595. Demostrar, que si f(x) es una función par, 


í sama F(=) dz. 


-a 
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Si, por el contrario, f(x) es una función impar, 
a 


$ 1(2) dz=0. 
EA 
1596, Demostrar, que 
SA. A 
ye 0 det en a 


1597. Demostrar, que 
x 
1 di 2 
a sen 7 
fa] 2. de, 


Arccosa — ) 





1598. Demostrar, que 


E 
2 
Í (sen 2) dz = | f(cosx) dz. 


Sa 


$ 5. Integración por partes 


Si las funciones u(z) y v(z) tienen derivadas continuas en el 
segmento [a, b], se tiene, 
4) » 


| v (2) u' (e) de, (1) 





b 
fu()v (aa = 


a 


Calcular las siguientes integrales, empleando la fórmula de inte- 
gración por partes: 





a 
E ES 
1599. | ecoszdz. 1603. | ze“dz. 
0 o 
e ES 
1600, f Inzdz 1604. tale (a >0). 
1 
1 e 
1601. (atera. 1605. Ñ e son dz dz (a >0). 
Ú $ 
zx 
1602. Ñ e*senz dz. 
v 
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1606**. Demostrar, que para la función gamma (véase el No 
1575) es válida la fórmula de reducción: 


T(p+1)=pP (p) (p>0). 


Deducir de esto, que l'(n-+1)=n!, si n es número natural. 
1607. Demostrar, que para la integral 


e e 
¿ de 
Ln =)| sen"adr= A cos” z dx 
Ú E) 
es válida la fórmula de reducción 
es 





Hallar fa, si n es un número natural. Utilizando la fórmula 
ubtenida, calcular fa y Lio. 
1608. Calcular la integral siguiente (véase el N% 1574), em- 
pleando reiteradamente la integración por partes 
1 
Bo, 9)=| PA (12 dz, 
$ 


donde p y q son números enteros y positivos. 
1609*, Expresar por medio de B (función beta) la integral 


m 


Im,n=) sen” xc0s” z dz, 


Sea 


si m y n son números enteros no negativos. 


S 6. Teorema del valor medio 


4%. Acotación de las integrales. Si f(x)<F(ze) para 
agzx<b, se tiene 


b b 
[rm <Í Fl) dz. 0 
e 2 
Si f(2) y p(z) son continuas para a<x<b y, adomás, p(x)>0, se tiono, 
Dd » b 
mi ota sl 10d <ml pt de, a, 
a z : 
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donde mes el valor mínimo absoluto y M el valor máximo absoluto de la 
función [(=) en el segmento (a, 5] 
En particular, si y (=) =1, se tiene 


b 
mb) < y 1(2) dz <Mb+—a). lo) 


Las desigualdades (2) y (3) se pueden sustituir respectivamente por Sus 
equivalentes igualdades: 
» 


» 
mont) l etoa 
2 ? 


D 
[13 d=J(00—a) 


donde e y E son números que se encuentran entre a y b. 
Ejemplo d. Acotar la EA 


Y +Í sento + sentada, 
Solución. Como 0<sen?z< 1, tendremos: 


raciyi, 


1,57 <I<4 M9. 
2. Valor medio de la función. El número 


I= 


Sea 


es decir, 


b 
y 1 (2) dz, 


se llama valor medio de la función f(x) en el segmento <x<b. 


1610*. Determinar el signo de las integrales siguientes sin 
calcularlas: 


2n 


a) ¡ 2% da; o q 


zcoszdx; 


RA 
su 
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1611. Determinar (sin calcularlas) cuál de las siguientes inte- 
grales es mayor: 


zxdz; 


ee 


1 
a) (VIF2 dz E) 


by | 2ésentadz o | asen*zda; 


e de o | etdz, 


<) 


LL er 
AAN 


Hallar los valores medios de las siguientes funciones en los seg- 
mentos que se indican: 


1612, /(1)=x*, 0<z<t. 
1613. f(x) =a+bcosz, —n<T<A. 
1614. f(x) ==sen* x, OSISA. 
1615, f(x) =sen*tz, 0SISAM. 


1 


1616. Demostrar, que la Y == 
y V2+r—az 


¿=0, 67 y m0, 70. Hallar el valor exacto de esta integral. 


está comprendida entre 





Acotar las eines 





G 
£ % 

1617. ds 1620*. | =Vigzdz. 
0 
le 
+1 2 

1618. | A 1621. Ñ zen da. 

- z 
4 


1000. az 


1622. Integrando por partes, demostrar que 
200% 

0 
100 


cos Y 








da<iz. 


141010 
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$ 7. Areas de las figuras planas 


17. El área en coordenadas cartesianas. Si una: curva 
continua se da en coordenadas cartesianas por la ecuación y =f (x) [f (2) >0], 
el área del trapecio mixtilíneo, limitado por dicha curva, por dos verticales 
on los puntos 2=« y z=5 y por el segmento del eje de abscisas a <a <b 
(tig. 40), se determina por la fórmula 


d 
s=/ Fa) de. mm) 


Ejemplo 41. Caleular el área de la” figura limitada por 1a parábola 
2 
ue. por las rectas z=1 y 2=3 y por el eje de abscisas (fig. 41). 


a 





Fig. 40 Fig. 41 


Solución. El área que se busca se expresa con la integral 


E 1 
sl Fam. 


1 


Ejomplo 2. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
2=2—y—y? y el eje de ordenadas (fig. 42). 

Solución. En oste caso están cambiados los ejes de coordenadas y, 
por consiguionto, el área que se busca se expresa con la integral 


1 


X 
s= $ Cum dy=42, 
A 
donde los límites de integración yy=-—2 e y2=1 son las ordenadas de los 


puntos de intersección do la curva dada con el eje de ordenadas, 
En un caso más genoral, cuando el área S de la figura está limitada 
por dos curvas continuas y=/,(x) e y=f2(x) y por dos verticales z=a 
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y a=b, donde f, (2) < f2 (a) para a<z<b (fig. 43), tendremos: 
» 
sl (1d. a 
x 


Ejemplo. 3. Calcular el área $ de la figura plana comprendida 
entre las curvas 


y=2—22 e yi=at 8) 
(fig. 44). 
Solución. Resolviendo simultáneamente el sistoma de ccuaciones (3), 


hallamos los límites de integración: 1=—1 y z2=1. Do acuerdo con la 
fórmula (2), obtenemos: 


1 5 
Ss a LI 
Ss je a EA ¡Je 2: 


Si la curva se. da por ecuaciones en forma paramóbrica, z=0 (1), y =p (1), 
el área del trapecio mixtilíneo, limitado por esta curva, por dos verticales, 





y=t tz) 






« b 
-2 y=f (x) 
Fig. 42 Fig. 43 





z==a y z=b respectivamente, y por el segmento del eje OX, se expresará por 
la integral 
la 


s= (wow 
5 
donde t, y ly se determinan de las ecuaciones 
a=p (1) y b=q(t) [y (t) >0 en el segmento [t4, to]). 


Ejemplo 4. Ballar el área de la elipse S (fig. 45), utilizando sus 
couaciones paramétricas 





Solución. En virtud de la simetría será suficiente calcular el área 
de una cuarta parte y, después, cuadruplicar el resultado. Poniendo en la 


114 
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ecuación z=a cost primero z=0 y después z=a, obtendremos los límites 


de intogración: U=Fy t¿=0. Por lo que 


nab 
4 


1 


is b sen a (—sen t) dt=ab | senttdt= 





e 
osuna 


y vos consiguiente, S =xab. 
. El área en coordenadas polares. Si la curva continua 


so 4] en coordenadas polares por una ecuación r=f((), el área del sector 





Fig. 44 Fig. 45 


AOB (fig. 46), limitado por ol arco de la curva y los dos radios polares 
OA y OB, correspondientes a los valores q,¡=« y Q2=P, so expresa por la 

integral 

B 

MAS 


a 





Ejempto 5. Hallar el área de la figura limitada por la temniscata 
de Bernoulli »2=a* cos 2p (fig. 47). 


B 
rato) 
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Solución. Como .la curva es simétrica, delerminamos primero el 
área de uno de sus cuadrantes 


x 
AS 274 he 

—G==( al ARA (E 
FS | 22002949 7 [sento]. 
0 


De donde S=a2, 


“1623, Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y=4x—a* y el eje de abscisas. 
41624. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
v7Inz el eje OX y la rocta r=e. 
1625*, Hallar el área de la figura limitada por la curva 
IRA y el ejo OX. 
£ 1626. Hallar el área de la figura limitada por la curva yP=x, 
la, recta y=1 y la vertical z=8. 
1627. Calcular el área do la figura comprendida entre una 
semionda de la sinusoide y=senzx y el eje OX. 
1628. Calcular el área de la figura comprendida entre la curva 
y=tgx, el ojo OX y la recta :=%. 
1629. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér- 
bola xy=m2*, las verticales z=a y z=3a (a>0) y el ejo OX. 
1630. Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 
de Agnesi y=-77 y el eje de abscisas. 
1631. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
y=x*%, la recta y=8 y el eje OY. 
1632. Hallar el área de la figura limitada por las parábolas 
Y =2px y 22 =2py. 
J 1633. Calcular cl área de la figura limitada por la parábola 
y372x--2? y la recta y= —z. 
Í 1634. Calcular el área del segmento de la parábola y=x*, 
que corta la recta y=3—2z. 
1635. Calcular el área de la figura comprendida entre las pará- 


bolas y=x?, =+ y la recta y=2z. 
1636. Calcular el área de la figura comprendida entre las pará- 
2 
bolas y=>+ e y=4— 





$ 1637. Calcular el área de la figura comprendida entre la curva 
s 4 £ a 
de Agnesi Y=i HAY la parábola y=p>» 
1638. Calcular el área de la figura limitada por las curvas 
y=e, y=e* y la recta z=1. 
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1639. Hallar el área de la figura limitada por la hipérbola 
ELA y la recta z=2a. 
1640*. Hallar el área limitada por la astroide 


E EZ 
34 yi=a3, 


1641. HaJlar el área de la figura comprendida entre la catenaria 


y=ahi, 


el eje OY y la recta y=F (+1). 

1642. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
ay =x (a— 22). 

1643. Calcular el área de la figura comprendida dentro de la 
curva 


(is 


1644. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér- 
bola equilátera x?-—y*=9, el eje OX y el diámetro que pasa por 
el punto (5; 4). 

1645, Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 
=3, el eje OX y la recta z=1 (zx >1). 

1646*. Ballar el área de la figura limitada por la cisoide 

2 y su asíntota z=2a (a >0). 
2a—=z 
1647*. Hallar el área de la figura comprendida entre el estro- 
—a)? 
foido y E y su asíntota (a>0). 

1648. Calcular el área de las dos partes en que la parábola 
y? =2z divido al círculo 2? +4+y2=8. 

1649. Calcular el área de la superficie comprendida entre la 
circunferencia 2*-+y*=16 y la parábola 2? =12(y—1). 

1650. Hallar el área contenida en el interior de la astroide 


y= 





z=acos* 1; y=bsení, 


1651. Hallar el área de la superficie comprendida entre el eje 
OX y un arco de la cicloide 


=a (t—sent), y=a (1—cost). 
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1652. Hallar el área de la figura limitada por una rama de la 
trocoide 
x=at—bsent, E 
y=a—bcost (<b<a) 
y la tangente a la misma en sus puntos inferiores. 
1653. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 
x=a (2003 (—cos 21), 
y =4 (2 sen ¿—sen 22). 
1654”, Hallar el área de la figura limitada por el lazo del 
folium de Descartes 
_ 306... data 
1148: Y=TFA* 
1655*. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 
r=4 (1 +c0s q). 
1656*. Hallar el área comprendida entre la primera y segunda 
espira de la espiral de Arquímedes r=ap (fig. 48). 





Fig. 48 


1657. Hallar el área de una de las hojas de la curva 
r=ac0s 2p. 


1658. Hallar el área limitada por la curva r?=a?sen 4q. 
1659*. Hallar el área limitada por la curva r=a sen 3p. 
1660. Hallar el área limitada por el caracol de Pascal 


r=2-+003p. 


1661. Hallar el área limitada por la parábola r=aset E 


y las semirectas p=% y e=+. 
1662. Hallar el área de la figura limitada por la elipse 


r=a (<<). 
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1663. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
r=2acos3p, que está fuera del círculo r=a. 
1664*. Hallar el área limitada por la curva aya. 


S 8. Longitud del arco de una curva 


1%. Longitud del arco en coordenadas rectangula- 
res. La longitud s del arco de una curva regular y=f(2), comprendida 
entre dos puntos cuyas abscisas sean 2=u y a=b, es igual a 


su ViF vda. 
; 


Ejemplo 4. Tallar la longitud do la astroide 2%/84yV8=aYS 
(fig. 49). 

Solución. Derivando la ecuación de la astroide, tendremos 
yUs 


A 





Por lo cual, para la longitud del arco de un cuarto do astroide, tenemos: 


275 7 ova 3 
y a 4 
tr] a 





De donde, s=6a. 
2. Longitud del arco de una curva dada on forma 
paramétrica. Si la curva se da en ecuaciones de forma paramétrica 





Y 
Ls 
% Y 
8-84 
NA 
0 2rxa —X 
Fig. 49 Fig. 50 


z==0Q (1) o y=y(t) (en que p(t) y wp(£) tienen derivadas continuas), la lon- 
gitud s del arco de la curva será igual a 


de 
=1 VITA, + 
Es 


donde +, y tz son los valores del parámetro correspondientes a los extremos 
del arco. 
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Ejemplo 2. Hallar la longitud de un arco de la cicloide (fig. 50). 
z=a (t—sen t), 
[ y=a (1—cos 1). 

Solución. Tenemos e Ema (1008) oy Ya son £. Por lo 


cual 
21 2x 


4] VITA FA dt=2a Ñ sen dt=8a, 


Los límites de nión t¡=0 y t¿=2x corresponden a los puntos 


extremos del arco de la cicloide. 
ll. * 


Fig. 51 


Si una curva regular viene dada por una ecuación r=f() en coorde- 
nadas polares r y q, la longitud s del arco será igual a 


=/ VAFA dp, 
a 
dondo a y fB son los valores del ángulo polar en los puntos extremos 
del arco. 

Ejemplo 3. Hallar la longitud total de la curva lr =a sent 
(fig. 51). Toda la curva está descrita por el punto (r, p) al variar y desde O 
hasta 3n. 

1 


Solución. Tenemos es cos, por lo cual, la longitud 


de todo el arco de la curva será 


la e 3a 
3na 


ES 
s=1 Y atsono E 402 sont z cost + dp=a | sen? q dp= 5 





0 0 
] 1665. Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica 
y =x* desde el origen de coordenadas hasta el punto cuyas coor- 
denadás son =4, y=8. 
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1666*. Hallar la longitud de la catenaria y=a ch Í désde el 
vértice A(0; a) hasta el punto B (b; h). $ 

1667. Calcular la longitud del arco de la parábola y=2VZ 
desde z=0 hasta z=1. 

1668. Hallar la longitud del arco de la curva y=e*, compren- 
dido entre los puntos (0; 1) y (1; e). 

1669. Hallar la longitud del arco de la curva y=Inx= desde 
2=V3 hasta z=V 8. 

1670. Hallar la longitud del arco y=arc sen (e”*) desde z=0 
hasta z=1. 

1671. Calcular la longitud del arco de la curva z=ln sec y, 


comprendido entre y=0 e y= 5 . 


1672. Hallar la longitud del arco de la curva a=h v— in y 


desde y=1 hasta y=0. 
1673. Hallar la longitud del arco de la rama derecha de la 


tractriz 
2=Y ¿=P +aln VE] 

desdo y=a hasta y=b(0<b<a). 

1674. Hallar la longitud de la parte cerrada de la curva 9ay?= 
=x(7—3a)?, 

1675. Hallar la longitud del arco de la curva y=ln (cta 3) 
desde z=a hasta x=b(0<a<b). 

1676*. Hallar la longitud del arco de la evolvonte del círculo 





z=a (cos! + tsent), 


y =a (sen t— t cosí) ] desde ¿=0 hasta ¿=7. 


1677. Hallar la longitud de la evoluta de la elipse 








z E coste; y E sont (e a—b?). 








1678. Hallar la longitud de la curva 
z=a (20051 —cos 21), 
y =4 (2 sent —sen 21). 


1679. Hallar la longitud de la primera espira de la espiral de 
Arquímedes r =aQ. 
1680. Hallar la longitud total de la cardioide 


r=a (1-4 cos 9). 
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1681. Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola 


rash, cortada de la misma por la recta vertical que pasa 
por el polo. 


1682. Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbólica 
rpg=1 desde el punto (2; 3) hasta el punto lá 2) ¿ 
1683. Hallar la longitud del arco de la espiral logarítmica 


r=ae"v (m >> 0), que se encuentra dentro del círculo ”=a. 
1684. Hallar la longitud del arco de la curva 








v=+(»+2) desde r=1 hasta r=3. 


$ 9, Volúmenes de cuerpos sólidos 


4% Volumen do un cuerpo de revolución. Los volúmenes 
de los cuerpos engondrados por Ja revolución de un trapecio mixtilíneo, 
limitado por una curva y=f(x), el eje OX y dos verticales z==a y z=b, 
alredodor de los ejes OX y OY, se expresan, respectivamente, por las fórmulas: 


1] 17 
Y Voz $ yldz; 2) Vy=2% favaz o. 
: E 


Ejemplo 1. Calcular los volúmenes de los cuerpos engendrados por 
la rotación de la figura, limitada por una semionda do la sinusoide 
y=senz y por el segmento 0<z<x del eje OX alrededor: a) del eje OX 
y b) del eje OY, 

Solución. 








a) Vx=xt | sentzdr= 


z' 


b) Vy=2x | zsenxdr=2x (—z cos 2 +sen z)] =2m2, 


DAA OLOR 


El volumen del cuerpo engendrado por la rotación alredodor dol eje OY 
de la figura limitada por la curva 2=g (y), el eje OY y las dos paralelas 


*) Sea un cuerpo engendrado por la revolución alrededor del ojo OY de 
un trapecio mixtilíneo, limitado por la curva y=/(=) y por las rectas 
z=a, z=b e y=0. Como elemento del volumen de este cuerpo se toma el 
volumen de una parte del mismo, engendrada por la rotación alrededor del 
eje OY de un rectángulo de lados y y dz, que se encuentra a una distancia z 
do) eje OY. En oste caso, el elemento del volumen es: 


» 
AVy=2n xy dz, de donde Vy=2x Ñ aydz. 
¿ 
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y=c e y=d, puedo determinarse por la fórmula: 

d 

Vy=x $ dy, 

e 
quo se obtiene de la fórmula 1), expuesta anteriormente, pormutando las 
coordenadas x 0 y. 

Si la curva se da de otro modo (en forma paramótrica, en coordcnadas 

polares, etc) en las fórmulas anteriores hay que hacer el correspondiente 
cambio de variable de integración. 





Fig. 52 Fig. 53 


En ol caso más general, los volúmenes de los cuerpos engendrados ,por 
la rotación de una figura, limitada por las curvas y, =/;(2) e ya=12(2) 
(siendo f, (2) < fa (x)) y por las rectas z=a, z=b, alrededor de los ejes de 
coordenadas OX y OY, serán respectivamente 

» 
Yg=al (spa 
a 
b 
V7=2% Ñ 2 (U2—y) dz. 
a 

Ejemplo 2. Hallar el volumen dol toro, engendrado al girar el 
círculo z2-+ (y —b)2< a2 (b >a) alrededor del eje OX (fíg. 52). 

Solución. Tenemos: 

n= b>-VEZZ e y¿=b4+ Yala. 
Por lo cual 


Yg=a Í (0+VAD-0-Y ETA] de 


4 
=40 $ VIZ2 ¿2 =2n%0% 
EN 
esta última integral se resuelve haciendo la sustitución z=u sen t). 
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El volumen de un ara obtenido al girar un sector, limitado por un 
arco de curva 7=F (q) y dos radios polares p=a, p=P, alrededor del eje 
polar, se puede calcular por la fórmula 


B 
Vo=2 a | rason qdo. 
3 


Esta misma fórmula es cómodo aplicarla cuando se busca el volumen 
de cuerpos engendrados por la rotación, alrededor del eje polar, do figuras 
limitadas por cualquier curva cerrada, dada en coordenadas polares. 

Ejemplo 3, Determinar el volumen engendrado por Ja rotación de 
la curva r=asecn 2p alrededor del eje polar. 

Solución, 





x 
2 E 
3" poa 


oL»la 


Vp=2 sen$ 2p son p dp = 
2 
32 é 64 
=y nas j sent p cosi p dp 350%. 


2%. Cálculo de los volúmeues de los cuerpos sólidos 
cuando se conocen sus secciones transvorsales. Si 
S=58S (x) es el área de la sección del cuerpo por un plano, perpendicular a 
una recta determinada (que se toma como eje UX), on el puvto de abscisa z, 
el volumen de este cuerpo será igual a 


* 
vel S(a)dz, 


" 
1 


donde z, y z» son las abscisas de las secciones extremas de dicho cuerpo. 

Ejemplo 4. Determinar el volmmen de una cuña, cortada de un 
cilindro circular por un plano, que pasando por el diámetro de la hase 
está inclinado respecto a ella, formando un ángulo a. El radio de la base 
es igual a R fig 53). 

Solución. Tomamos como eje OX el diámetro de la base, por el que 
pasa el plano de corle, y como eje OY el diámetro de la base, perpendi- 
cular al anterior. La ecuación de la circunferencia de la base será 224 y2= R2, 

El área de la sección ABC, que se encuentra a la distancia z del 
origen de coordenadas O, será igual a 


S(a)=ar AABC=Í AB» BO=G 1 tga=E tg o 
Por lo que el volumon que se busca de la cuña, es 


coles 


R R 
v=2- Ll gtigadr=iga | (e) dr tg ano, 
ó Ó 
1685. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación, 
alrededor del eje OX, de la superficie limitada por el eje OX y la 
parábola y =ax—2? (a >0). 
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1686. Hallar el volumen del elipsoide, engendrado por la 
rotación de la elipse Eh =1 alrededor del eje OX. 


1687. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la superficie limitada por la catenaria 


y=amí , el eje OX y las rectas 2= -L L. 


1688. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la curva y=sen*x, en el intervalo z=0, 
hasta z=1T. 

1689. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
superficie limitada por la parábola semicúbita y? =x*, el eje OX 
y la recta ==1, alrededor del eje OX. 

1690. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
misma superficie del problema 1689, alrededor del eje OY. 

1691. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al girar 
las superficies limitadas por las líneas y=e*, z=0 e y=0, 
alrededor: a) del ejo OX y b) del eje OY. 

1692. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor del eje OY, la parte do la parábola y?=4ax, que intercepta 
la recta =4: 

1693. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor de la recta z=a, la parte de la parábola y*=4ax, quo se 
intercepta por la misma recta. 

1694. Hallar el volumen del cuerpo engendrado ál girar, 
alrodedor de la recta y=—p, la figura Jimitada por la parábola 
y*=2px y por la recta =z. 

1695. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la superficie comprendida entre las pará- 
bolas y=3* e y=VY 2. 

1696. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor del eje OX, el lazo de la curva (z—4a) y? =azx (1— 3a) (a >0). 

1697. Hallar el volumen del cuerpo que se engondra al girar 


3 
— , Alrededor de su asíntota x= 2a. 





la cisoide Y=z 

1698. Hallar el volumen del paraboloide de revolución, si el 
radio de su base es R y su altura es HH. , 

1699. Un segmento parabólico recto, de base igual a 2a y de 
altura h gira alrodedor do su base. Determinar el volumen del 
cuerpo de revolución que se engendra («limón» de Cavalieri). 

1700. Demostrar, que el volumen de la parte del cuerpo de 
revolución, engendrado al girar la hipérbola equilátera 2?*—y*=a* 
alrededor del eje OX, que intercepta el plano x=2a, es igual al 
volumen de una esfera de radio a. 
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1701. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al girar 
la figura limitada por un arco de la cicloide 


z=a (t—sent), y=a (1 —cost) 


y por el eje OX, alrededor: a) del eje OX, b) del eje OY y 
e) del eje de simetría de la figura. 

1702. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
astroide z=acos*t, y=bsen?1 alrededor del eje OY. 

1703. Hallar el volumen del cuerpo que resulta de la rotación 
de la cardioide r=a(1-++cos q) alrededor del eje polar. 

1704. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
curva r=acos*p alrededor del eje polar. 

1705. Hallar el volumen. del obelisco, cuyas bases paralelas 
son rectángulos de lados A, B y a, b y la altura igual a ». 

1706. Hallar el volumen del cono elíptico recto, cuya base es 
una elipse de semiejes a y bh y cuya altura es igual a h. 

1707. Sobre las cuerdas de la astroide 2/3 +4 y%/s= aYs, paralelas 
al eje OX, se han construido unos cuadrados, cuyos lados son 
igúales a las longitudes de las cuerdas y los planos en que se 
encuentran son perpendiculares al plano XOY. Hallar el volumen 
del cuerpo que forman estos cuadrados. 

1708. Un círculo deformable se desplaza de tal forma, que uno 
de los puntos de su circunferencia descansa sobre el eje OY, el 


2 2 
centro describe la elipse F+-/7=1, mientras que el plano del 


círculo es perpendicular al plano XOY. Hallar el volumen del 
cuerpo engendrado por dicho círculo. 

1709. El plano de un triángulo móvil permanece perpendicular 
al diámetro fijo de un círculo de radio a. La base del triángulo 
es la cuerda de dicho círculo, mientras que su vértice resbala por 
una recta paralela al diámetro fijo, que se encuentra a una dis- 
tancia h del plano del círculo. Hallar el volumen del cuerpo 
(llamado conoide) engendrado por el movimiento de este triángulo 
desde un extremo del diámetro hasta el otro. 

1710. Hallar el volumen del cuerpo limitado por Jos cilindros 
ajyi=p e 4 2ma?, 

< 1711. Hallar el volumen del segmento del paraboloide elíptico 
7+tÍs? interceptado por el plano 2=a. 


1712. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el hiperbo- 
2 2 
loide de una hoja FF F>-1 y los planos 2=0 y 2=h. 


1713. Hallar el volumen del elipsoide HL. 
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$ 10, Area de una superficie de revolución 


El área de una superficio engeadrada por la rotación, alrodedor del eje 
OX, del arco de una curva regular y=f(x), entro los puntos 2=4 y z=b, 
se expresa por la fórmula 


b » 
Sx=ox! y iomta $ y VFM dz 4) 
a a 


(ds es la diferencial del arco de la curva). 

Cuando la ecuación de la curva se da de otra forma, el área de la 
superficio Sy 3e obtiene de la [órmula (1), efectuando los correspondientes 
cambios do variables. 


8 
ds 





Figo54 
e superficie engendrada al girar 
9y2=« (32)? (fig. 54). 

Solución. Para la parte suporior de la curva, cuando 0<x<3, 
tenemos: y=0—2) Yz. Do aquí que la diferencial del arco ds= 
et 
“VE 





dz. Partiendo de la fórmula (1), el área do la superficio será 





3 
S=2n Ñ 76-0V: 2 di=3x. 
0 


Ejemplo 2. Hallar el área de la superficie engendrada al girar un 
arco de la cicloide +=«(£—sen £); y=a(1—cos t), alredodor de su eje de 
simetría (fig. 55). 

Solución. La superficie que so busca está engendrada por la rota- 
ción del arco OA alrededor de la recta AB, cuya ecuación es z=xXA. 
Tomando y como variable independiente y teniondo en cuenta que el eje de 
rolación AB está desplazado con respecto al ejo de coordenadas OY a una 
distancia sia, tendremos 


> d: 
s 
S=21 | (102) Gp cd. 
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Pasando a la variable £, obtenemos: 
x 


S=2x1 Ñ (ra—at+a sont) / (DU e 
4 


=2x% 





(na—at-+a sen t) 2 sen 


SoLo 


m 


1 g g 
=óxadk (5 A ES EL E A 
área! j (sen al £sen y +sen t sen 7) 





= ras | 2xt cos , ; 2 cos 4sen z , sono y Jim (4) «. 
- 1714. En la fig. 56 se dan las dimensiones de un espejo para- 
bólico AOB. Hay que hallar la superficie de este espejo. 


Ya 

| 

) 

, 

l 8a 
0 Xx 

B 
Fig.56 


1715. Hallar el área de la superficie del «huso», que resulta 
al girar una semionda de la sinusoide y=senx= alrededor del 
eje OX. ge 

1716. Tallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la parte de la tangentoide y=tgx, comprendida entre z=0 
y cz, alrededor dol eje OX. 

1717. Hallar el área de la superficie engendrada por la rota- 
ción, alrededor del eje OX, del arco de la curva y=e"* compren- 
dido entre z=0 y 1= +oo. 

1718. Hallar el área de la superficie (denominada catenoide), 


engendrada por la rotación de la catenaria y=abh alrededor 
del eje:OX, entre los límites 2=0 y z=a. 
121046 
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1719. Hallar el área de la superficie de revolución «de la 
astroide 2% 4 y*/2=a?/s alrededor del eje OY. 

1720. Hallar el área de la superficie de revolución de la curva 
x Lp —Limy alrededor del eje OX, comprendida entre y=1 
e y=e. 

1721*. Hallar el área de la superficie del toro engendrado por 
la rotación del círculo 2* + (y— b)? =a? alrededor del eje OX (b> a). 

1722. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 

2 2 

elipse F+F=1 alrededor: 1) del eje OX; 2) del eje OY (a>b). 

1723. Hallar el área de la superficie engendrada al girar uno 
de los arcos de la cicloide x=a(t—sent), y=a(1—cost) alrede- 
dor: a) del eje OX; b) del eje OY; c) de la tangente a la cicloide 
en su punto superior. 

1724. Hallar el área de la superficie engendrada por la rota- 
ción, alrededor dol eje OX, de la cardioide 

x=a (2c0s t —cos 21), 
y =4 (2 sent —sen 2). 

1725. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 
lomniscata »?=a*cos 24 alrededor del eje polar. 

4726. Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la cardioide r=2a (1+cos p) alrededor del eje polar. 








$ 11, Momentos, Centros de gravedad. Teoremas da Guldin 

4%. Momento estático, Se donomina momento estático do un punto 
material A, de masa m, situado a una distancia d del ojo 1, con respecto 
a este mismo ejo [, a la magnilud 


M,=má. 
__ Recibe el nombro de momento estático de un sistoma de n puntos mate- 
viales, de masas 7tj, ma, -.., Mp, situados en el mismo plano que el ejo 1, 


con respecto al cual se toman, y separados de él por las distancias 
dis de, +. das la suma 


a 
M¡= Y mili, wm 


11 


debiendo tomarse las distancias de los puntos que se encuentren a un lado 
del eje 1 con signo más (+). y Jos que estén al otro, con signo menos (—). 
Do forma análoga se determina el momento estático de un sistema de puntos 
con respecto a un plano. 

Si la masa vcupa continuamente toda una Jínca o una a del plano 
XOY, los momentos estáticos My y My respecto a los ejes de coordenadas 
OX y OY, en lugar de la suma (1), se expresan por las correspondientes 
os Cuando sc trata de figuras geométricas, la densidad so considera 
igual a la unidad. 
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En particular: 1) para la curva 2=x (5); y=5 (s), donde el parámotro s 
es la longitud del arco, tenemos: 


L L 
Ma=! y (5) ds; da z (9) de 0 
0 


(ds = Y (d29+F (dy es la diferoncial del arco); 
2) para una figura plana, limitada por la curva y=y(z), el eje OX 
y dos verticales x=a e y=b, obtenemos: 


b b 
4 Ñ ' 
Mx=F Y ollas my=) 21/42. (3) 

e > 
Ejemplo t. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 

y OY, dol triángulo limitado por las rectas: 
E 
Za, 20, y=0 (lig. 57). 


Solución. En esto caso, y=5 (1—). Aplicando la fórmula (3) 
E , 
obtenemos: 


dp ¡ 2 (1-2) do na 6 





2”. Momentos de inercia, Se denomina momento de inercia, respecto 
a un eje 1, de un punto material de masa m, situado a una distancia d 
de dicho eje 1, al númoro I¡=mél, 





Pig. 57 Fig 58 


. Se da el nombre de momento de inercia, respecto a un eje l, de un 
sistema de n puntos materiales, de masas My, Ma, ... Mp, a la suma 





19+ 
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«ondo di, da, .... day Som las distancias desde los puntos al eje ¿. Cuando 
la masa es continua, en lugar de la suma, obtendremos la integral corres- 
pondiente. , 


Ejemplo 2, Hallar el momento de inercia do un triángulo do base b 
y altura h, respecto a su propia base. 

Solución. Tomamos lá base del triángulo como eje OX y su aJtura 
como ejo OY (fig. 58), 

Dividimos el triángulo en fajas horizontales infinitamente delgadas, 
de espesor dy, que juegan el papel de masas elementales dm. Empleando la 
semejanza de triángulos, obtenemos: 


h—y 


dm=b ñ 





dy 


“ 


dlx=p amp (h—y) dy. 


De donde 
h 


=+ j YM) dy=-3 ble. 


3. Centro de gravodad, Las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana (ya sea arco o superficie) de masa M, se calculan por las 
fórmulas 

=_M — M 

e 
ixlonde My y My son los momentos estáticos de Jas masas. Cuando se trata 
«de figuras geométricas, la masa M es numéricamente igual al correspondionte 
arco o al ároa. ua 

Para las coordenadas dol centro de gravedad (z,'y) de un arco de curva 
plana y=/(2) (a<z<b), que uno los puntos 4(a;f(a) y B(b;1(b)), 
tenemos 














B b B b 
$ads $2VIFP dz Uvas Ty VIFWPaz 
E O ] 
$ VIE dz | VIO dz 


Las coordenadas dél centro de edad E. Y) del Eapocia mixtilíneo 
cular por las fórmulas 
» 





<b, 0<y <? (2), se pueden cal 
» 


Ñ ay dz 








v 
donde 5=Í| y dz es el área de la figura. 


Fórmulas análogas se omplean para hallar las coordenadas del centro de 
gravedad de los cuerpos sólidos. 
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Ejemplo 3. Hallar el centro de gravedad del arco de la somicircun- 
ferencia 224 y2=a? (y > 0) (fig. 59). 
Solución. Tenemos 


y=Va=a,; “A 





% adz 
ds =VIFUWT a =» 


De donde 











dd % 
e E 
My=Ñ ya] yaa a 
Bi 3 añ 
y 
M= | E <x0. 
E ai z 
Por consiguiente, 
= 2 
7=0 j=ía. 


4%, Teoremas de Guldin. 


Toorema 4% El área do la superficie engendrada por la rotación del 
arco de una curva plama alrededor de un eje, situado en el mismo plano 





Fig. 59 


que la curva, pero que no se corta con ella, es igual al producto de la 
longitud de dicho arco por la longitud de la circunferencia quo describe el 


centro de gravedad del mismo. 


Teorema 2. El volumen del cuerpo engendrado por la rotación de 
una figura plana alrededor de un eje, situado on el mismo plano que la 
figura, pero que mo se corta con olla, es igual al producto del área de dicha 
figura por la longitud de la circunforencia que describe el centro de grave- 


dad de la misma. 
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1727. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes de coor- 
denadas, del segmento de la línea recta 


z : A) 
<+ti=l 
comprendido entro dichos ejes do coordenadas. 
1728, Hallar los momentos estáticos del rectángulo de lados 
a y b, respecto a estos mismos lados. 
1729. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del triángulo 
limitado por las rectas: z4+y=a, z=0 e y=0. 
1730. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 


y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 
astroide 


as py as, 
sibuado on el primer cuadrante. 
1731, Hallar el momen to estático de la circunferencia 
r=2asenq, 


respecto al eje polar. 
1732. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de la catonaria 


a 
y=achG 


comprendido entre =-—a y z=4. 
1733. Hallar el centro de gravedad del arco de circunferencia, 
de radio a, que subtiende el ángulo 20. 
1734. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer 
arco de la cicloide 
z=a(t—sent); y=a(1—cost). 
1735. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
2 
figura limitada por la elipse + F=1 y por los ejes de coor- 
denadas OX y OY (2>0, y >0) (0<t<2a). 
1736, Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por las curvas 
y=0 y=Vz. 
1737. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por el primer arco de la cicloide 
x=a(t—sent), y=a(Í-—cost) 
y por el eje OX. 
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1738**, Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a, 
con el centro en el origen de coordenadas, situado sobre el pla- 
no XOY. 

1739**, Hallar el centro de gravedad de un cono circular recto, 
homogéneo, si el radio de la base es r y la altura es h. 

17%40**, Hallar el centro de gravedad del hemisferio de una 
bola homogénea de radio a, con el centro en el origen de coorde- 
nadas, situado sobre el plano XOY. 

1741. Hallar el momento de inercia de una circunferencia de 
radio a, respecto a su propio diámetro. 

1742. Hallar el momento de inercia de un rectángulo de lados 
e y b, respecto a estos lados. 

1743. Hallar el momento de inercia de un segmento parabólico 
recto, respecto a su eje de simetría, si la base es 2b y la altura es he 

1744. Hallar el momento de inercia de la superficie de la 


2 
elipse + 4=1 respecto a sus ejes principales. 


1745**, Hallar el momento polar de inercia de un anillo circu- 
lar de radios 1, y Rz (R,< Ro), es decir, el momento de inercia 
respecto al eje que pasa por el centro del anillo y es perpendicu- 
lar al plano del mismo. 

1746**, Hallar el momento de inercia de un cono circular recto, 
homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es 1 y la 
altura es H. 

1747**, Hallar el momento de inercia de una bola homogénea 
de radio a y masa M, respecto a su diámetro. 

1748. Hallar ol área y el volumen de un toro engendrado por 
la revolución de un círculo de radio a, alrededor de un cje situado 
en el mismo plano que el círculo y que se encuentra a una distan- 
cia b (b>a) del centro de éste. Ñ 

1749. a) Doterminar la posición del centro de gravedad del 
arco de la astroide 2%s+y?*s=a*/a, situado en el primer cuadrante. 

b) Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por las 
curvas y? =2pxw y 2*=2py. 

1750**. a) Hallar el centro de gravedad dol semicírculo, apli- 
cando el teorema de Guldin. 

b) Demostrar, aplicando el teorema de Guldin, que el centro 
de gravedad de un triángulo dista de su base a un tercio de la 
altura. 


$ 12. Aplicación de las Integrales deflnidas 
a la resolución de problemas de física 
1% Trayectoria recorrida por un punto. Si un punto se 


mueve sobre una curva y el valor absoluto de su velocidad v=f (1) es una 
función conocida del tiempo £, el espacio recorsido por dicho punto en un 
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intervalo de tiempo [£,, t2] será igual a 
tl 
«1 OA 
a 
Ejemplo 1. La velocidad de un punto es igual a 
v=0,1t3 m/seg. 


Hallar el ospacio s, recorrido por el punto, durante un intervalo de tiempo 

T=10 seg, transcurrido dosde el comienzo de su movimiento. ¿Á qué será 

igual la volocidad media dol movimionto durante este intervalo? 
Solución. Tenemos 


10 
10 


“s 
q $ 0.16 dr=04 El" 50 
4 lo 


m=p=2 m/seg. 


2. Trabajo de una fuerza. Si una fuerza variablo X=/ (2) 
actúa on la dirección del ojo OX, el trabajo de esta fuerza en el segmonto 
[zy, 22] será igual a 

ó x 
A=| f(2) dz. 
a 


Ejemplo 2. Si para estirar un muelle 4 cm se necosita una fuerza 
do 1 Kgf ¿qué trabajo habrá que omplear para estirarlo 6 cm? 

Solución. Por la ley de Hooke, la fuerza X kgf que estira en zp, 
el muollo es igual a X=%x=, dondo k es un coeficiente de proporcionalidad. 

Suponiendo quo z=0,01 m y X=1 kgf, tendremos quo l=100 y, por 
consiguiento, X =100 z, 

De aquí, que el trabajo que se busca es: 


0,06 
0,06 
An Ñ 100% da =50% || =0,18 kgtm. 
0 


3” Energía cinética. Se da el nombre de energía cinética do un 
punto material, de masa m y velocidad v, a la siguiente expresión: 


mul 
3 


K= 





La energía cinética de un sistema de n» puntos materiales, de masas 
My» Mg, .... Mp, cuyas velocidades respectivas sean oy, D, --., Pa, Os igual a 


. 
x=), — (4) 
ii 
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Para calcular la ener cinética de un cuerpo, hay que dividirlo con- 
veniontomente on partos elementales (que juegan el papel de puntos mate- 
riales) y, después, sumando la energía cinética de estas partes, y pasando 
a límites, en lugar de la suma (1) se obtendrá la correspondiente integral. 








Fig. 60 Fig. 61 


Ejemplo 3. Majlar la energía cinótica de un cilindro circular homo= 
gónco (macizo), de densidad ó, cuyo radio de la baso es R y la altura A, 
quo ga con una velocidad angular «w alrededor de su ejo. 

olución. Como masa olemental dm se toma la masa de un cilindro 
hueco. de altura 4, radio interior r y espesor de la pared dr (fig. 60). Tenemos: 


dm=21r-hb dr. 


Como la velocidad lineal de la masa dm es igual a v=rw, la energía 
cinética elemental es 





ar= 242 qr30thd dr. 
De donde 
R 2 
K=n00h8 Ñ dr paran : 
0 


4%. Presión de los líquidos. Para calcular la fuerza con que 
presionan los líquidos se emplea la ley do Pascal, según la cual, la presión 
que ejercen los líquidos sobre un área $ sumergida a una profundidad k, 
es igual a 


P=yhS, 


donde y os el peso específico del líquido. 

Ejemplo 4. Hallar la presión que soporta un semicírculo de radio », 
sumergido verticalmente en agua, de tal forma, que su diámetro coincide 
con la superficie libre de aquélla (fig. 61). 

Solución. Dividimos la suporficio del semicírculo en elementos, fajas 
paralelas a la superficie del agua. El área de uno de estos elementos (omi- 
tiendo los infinitésimos de orden superior), situado a la distancia h de la 
superficie del agua, es igual a 


dS=2xdh=2 Y 12h dh. 
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La prosión que soporta este elemento es igual a 
dP=yhds=2yh V12—K dh, 
donde y es el poso específico del agua, igual a la unidad. 
Do aquí que, la presión total os 
É 3 
Piva=rR 2 3pr_2 
=2 1H dh=—< (13 —h8) La pi, 
P PAL TE dh q ml, q. 

1751. La velocidad de un cuerpo, lanzado hacia arriba verti- 
calmento con una velocidad inicial vo, despreciando la resistencia 
del aire, se expresa por la fórmula 

vy=V)— El, 


dondo £ es el tiempo transcurrido y g la aceleración de la gravo- 
dad. ¿A qué distancia de la posición inicial se encontrará este 
cuerpo a los £ seg de haberlo lanzado? 

1752. La velocidad de un cuerpo, lanzado verticalmente hacia 
arriba con una velocidad inicial vp, contando la resistencia del 
aire, se expresa por la fórmula 


v=c-tg( —Ligaro Y) E 


donde t es el tiempo transcurrido, g es la aceleración de la gra- 
vedad y c es una constante. Hallar la altura a que se eleva el 
Cuerpo. 

1753. Un punto del eje OX vibra armónicamente alredodor del 
origen de coordenadas con una velocidad que viene dada por la 
fórmula 


Y =0, COS Mé, 
donde t es el tiempo y vo y 0 son unas constantes. 

Hallar la ley de la vibración del punto, si para t=0 tenía 
una abscisa x=0. ¿A qué será igual el valor medio de la mag- 
nitud absoluta de la velocidad del punto durante el período de la 
vibración? 

1754. La velocidad del movimiento de un punto os 

v=1te-00tt m/seg. 
Hullar el camino recorrido por dicho punto desde que comenzó 
a moverse hasta que se pare por completo. 

1755. Un proyectil cohete se levanta verticalmente. Suponiendo 
que, siendo constante la fuerza de arrastre, la aceleración del 
cohete aumenta a causa de la disminución de su peso según la ley 


A 
== 





(a—bt > 0), 
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hallar la velocidad del cohete en cualquier instante £, si su velo- 
<idad inicial es igual a cero. Hallar también la altura que alcanza 
«el cohete en el instante 1=*f;. 

1756*. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que 
hay en una cuba cilíndrica vertical, que tiene un radio de base R 
y Una altura £f, 

1757. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que hay 
en un recipiente cónico, con el vértice hacia abajo, cuyo radio 
de la base es R y la altura H. 

1758. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua de una 
caldera semiesférica, que tiene un radio R=10 m. 

1759. Calcular el trabajo necesario para sacar, por el orificio 
superior, el acoito contenido en una cisterna de forma cilíndrica 
«con el eje horizontal, si el peso específico del aceite es y, la lon- 
gitud de la cisterna lí y el radio de la base £R. 

1760**, ¿Qué trabajo hay que realizar para levantar un cuerpo 
«de masa m de la superficie de la Tierra, cuyo radio es R, a una 
altura h? ¿A qué será igual este trabajo si hay que expulsar 
«el cuerpo al infinito? 

1761**, Dos cargas eléctricas ey=100 CGSE y e, =200 CGSE 
$e encuentran en el ejo OX en los puntos xy=0 y x,=1 cm, 
respectivamente. ¿Qué trabajo se realizará si la segunda carga 
se traslada al punto x¿=10 cm? 

1762**, Un cilindro con un émbolo móvil, de diámetro D=20 em 
y de longitud ¿=80 cm, está llono de vapor a presión de p= 
=10 kgf/cm?. ¿Qué trabajo hace falta realizar para disminuir 
el volumen del vapor en dos veces si la temperatura es constante 
(proceso isotérmico)? 

1763**, Determinar el trabajo realizado en la expansión adia- 
bática del aire, hasta ocupar un volumen V,=10 mY, si el volu- 
“men inicial es V¿=1 m* y la presión pp=1 kgf/cm?. 

1764**, Un árbol vertical, de peso P y radio a, se apoya en 
una rangua AB (fig. 62). La fricción entre una parte pequeña gu 
de la base del árbol y la superficio del apoyo que está en con- 
tacto con ella es igual a F=yupo, donde p=const. es la presión 
dol árbol sobre la superficie del apoyo, referida a la unidad de 
superficie del mismo, y p es el coeficiente de fricción. Hallar 
el trabajo de la fuerza de fricción en una revolución del árbol. 

1765**, Calcular la enorgía cinética de un disco, de masa M 
y radio R, que gira alrededor de un eje que pasa por su centro 
y es perpendicular al plano del disco con una velocidad angu- 
lar o. 

1766. Calcular la energía cinética de un cono circular recto, 
de masa M, que gira alrededor de su eje con una volocidad angu- 
lar w, El radio de la base del cono es A, la altura /7. 
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1767*. ¿Qué trabajo es necesario realizar fpara detener una 
bola de hierro de radio R=2 m, que gira alrededor de su diá- 
metro con una velocidad angular wW= 1000 vueltas/minuto? (El peso- 
específico del hierro y =7,8 gf/em*). 

1768, Un triángulo de hase 5 y altura A está sumergido verti- 
calmente en agua, con el vértice hacia abajo, de forma, que su 


Pp 





ZO 


Fig. 62 


hase coincide con la superficie del agua. Hallar la presión que 
el agua ejerce sobre él. 

1769. Una presa vertical tiene forma de trapecio. Calcular 
la presión total del agua sobre dicha presa, sabiendo que la base 
superior tiene a=70 m, la base inferior b=50 m y su altura 
h==20 m. 

1770. Hallar la presión que ejerce un líquido, cuyo peso espe- 
cífico es y, sobre una elipse vertical, de ejes 2a y 2b, el centro 
de la cual está sumergido hasta una profundidad %. El eje mayor 
2a de la elipse es paralelo a la superficie del líquido (% > b). 

1771. Hallar la presión que ejerce el agua sobre un cono cilín- 
drico vertical, con radio de la base R y altura H, sumergido 
en ella con el vértice hacia abajo, de forma que la base se encuen- 
tra al nivel del agua. 


Problemas diversos 


1772. Hallar la masa de una barra de longitud ¿=400 cm, 
si la densidad lineal de la misma a la distancia x cm, respecto 
a uno de los extremos, es igual a 


e” g 
5=2-40,0012? pda 


1773. Según datos empíricos, la capacidad calorífica específica 
del agua, a la temperatura 2"C (0<+<1007), es igual a 


c= 0,9983 — 5,184 10% + 6,912.107782. 
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¿Qué cantidad de calor se necesita para calentar 1 g de agua 
desde 0% hasta 100*C? 

1774, El viento ejerce una presión uniforme p gf/cro? sobre 
una puerta, cuya anchura es b cra y la altura h cm. Hallar 
el romento de la fuerza con que presiona el viento, que tiende 
a hacer girar la puerta sobre sus goznes. 

1775. ¿Qué fuerza de atracción ejerce una barra material, 
de longitud 1 y masa M, sobre un punto material de masa mm, 
situado en la misma recta de la barra a una distancia a de uno 
de sus extremos? 

1776**, Cuando la corriente de líquido que pasa por un tubo 
de sección circular, de radio a, es laminar estable, la velocidad 
v en un punto que se encuentra a la distancia r del eje del tubo, 
se expresa por la fórmula 


Pp 
A (A—=r?, 


donde p es la diferencia de presión dol líquido en los extremos 
del tubo, p es el coeficiente de viscosidad y l la longitud del 
tubo. Determinar el gasto de líquido Q, es decir, la cantidad del 
mismo que pasa por la sección transversal del tubo en la unidad 
de tiempo. 

1777*. Las mismas condiciones del problema anterior (1776), 
pcro con un tubo de sección rectangular, en que la base « es 
grande con relación a la altura 2b. En este caso, la velocidad 
de la corriente v en el punto M(z, y) se determina por la fór- 
mula 


9= gr 16 — (by. 


Determinar el gasto Q de líquido. 

1778**, Al estudiar las cualidades dinámicas de los automóvi- 
Jes se recurre frecuentemente a la construcción de diagramas espe- 
ciales: sobre el eje de abscisas se toman las velocidades v y sobre 
el de ordenadas, las magnitudes inversas a las correspondientes 
aceleraciones a. Demostrar, que el área S, limitada por la curva 
de esta gráfica, por las dos ordenadas v=", y v=U6x y el eje 
de abscisas, es numéricamente igual al tiempo que se necesita para 
aumentar la velocidad del automóvil desde v, a vz (tiempo 
de «embalado»). 

1779. Una viga horizontal, de longitud 1, está en equilibrio 
bajo la acción de una carga, uniformemente repartida a lo Jargo 
de ella y dirigida verticalmente hacia abajo, y de las reacciones 


de sus apoyos Á y B(4=B=%), dirigidas verticalmente hacia 
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arriba. Hallar el momento de flexión M, en la sección transver- 
sal x, es decir, el momento respecto al punto P, de abscisa z, 
de todas las fuerzas que actúan on la parte AP de la viga. 

1780. Una viga horizontal, de longitud 1, está on equilibrio 
bajo la acción de las reacciones de sus apoyos A y B y de una 
carga repartida a lo largo de la misma, con una intensidad 
de g=kzx, donde x es la distancia al apoyo izquierdo y k un coefi- 
ciente constante. Hallar el momento de flexión M. en la sección £.- 


Observación. Se da el nombre de intensidad do distrilución de la 
carga, a Ja carga (fuerza) roferida a la unidad de longitud. 


1781”. Hallar la cantidad de calor que desprende una corriente 
alterna sinusoidal 


1=Tosen ($19) 


durante el período 7 en un conductor de resistencia R. 


Capítulo VI 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


$ 1. Conceptos fundamentales 


1. Concepto do función de varias variablos. Desig- 
naciones de las funciones. Una magnitud yariable z se donomina 
función uniforme de dos variables z e y, si a cada conjunto do valores de 
éstas (z, y) del campo dado, corresponde un valor único y determinado de z, 
Las variables z e y se llaman argumentos o variables independientes. La depen- 
dencia funcional se representa así: 








ev :=F(z y); eto 


Las funciones do tres o más argumentos so dofincn de manera análoga. 

Ejemplo f. Expresar el volumen Y del cono en función de su gone- 
ratriz'z y del radio de la base y. 

Solución. Sabemos por la geometría, que el volumen del cono es 
igual a 





ayh, 


donde h us la altura del cono. Poro h=Y/232—1%, Por consiguiente, 


1 


V=-3 ay Ya=A. 





Esta es, precisamente, Ja dependencia funcional que se buscaba. 

El valor de la función 2=f(x, y) en el punto P(a, b), es decir, cuando 
z=4 e 2=b, se designa por f(a, b) o f(P). La representación geométrica 
de la función z=f(z, y) on un sistema de coordenadas cartesianas X, Y, Z 
es, en términos generales, una superficie (fig. 63). 





Ejemplo 2. Hallar f(2, —3) ri). si 









24 y2 
He, y= E E 
Solución. Poniendo =2 e y=—3, hallamos: 
2 32 
10, 3H HEN -É 
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Poniendo z=1 y sustituyondo y por 2 tenomos: Ñ 


es decir, (1 Y) 16, Y. 


2. Campo de existencia de la función. Por campo de exis- 
tencia (de definición) de la función ==/(z, y), se entiende el conjunto de 
puntos (x, y) del plano XOY que determinan la función dada (es decir, 


zp 





Fig. 63 


para los que la función toma valores reales delerminados). En los casos 
más elomentales, el campo de existencia de la función representa una parte 
finita, o infinita, del plano coordenado XOY, límitada por una o varias 
curvas (frontera del campo). 

De forma análoga, para las funciones de tros variables u=f(x, y, 2), 
el campo de existencia de la función es un cuerpo determinado del ospa- 
cio OXYZ. 

Ejemplo 3. Hallar el campo de existoncia de la función 


sE 





Solución. Esta función tiene valores reales cuando 
4—ai—y2>0 6 bien 224y?2< 5. 


A osta última desigualdad satisfacen las coordenadas de los puntos silua= 
dos dentro de un circulo de radio 2 con el centro en el origon do coorde- 
nadas. El campo de existencia de esta función es pues el interior do este 
círculo (fig. 64). 


Ejemplo 4. Hallar el campo de existencia de la función. : 


z ES 
z=arc sen 37 + Y zy. 
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Solución. El primer sumando de la función queda doterminado 
para —1 << ó bien —2<=x<2. El segundo sumando tiene valores 
reales cuando zy >0, es decir, en dos casos: 

sé z>0, 4 2<0, 
si o si 
1 y>0, ( y<S0 
El campo do existencia de toda la función se representa en la fig. 65 y com- 


prende la frontera del campo. 


3. Líneas y superficies de nivel de las funciones. 
Se da el nombre de línea de nivel de una función 2=f(x, y), a la línea 





Fig. 64 Fig. 65 


f(e, y)=C del plano XOY; para cuyos puntos la función toma un mismo 
valor ¿=C (que generalmento se señala como anotación on el dibujo). 


Y e , 





Se llama superficie de nivel de una función de tros argumentos u= 


=f(2, y 2) aquella superficio f(=, y, z)=C en cuyos puntos la función 
toma nn valor constante u=C. 


Ejomplo 5. Constrair la línea de nivel de la función z==*y. 
Solución. La ecuación de la línea de nivel tiene la forma 2%y=C 


o bien y=-%. Haciendo C=0, +1, +2..., obtenemos la familia de 
líneas de nivel (fig. 66). 
131016 
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1782. Expresar el volumen Y de una pirámide cuadrangular 
regular en función de su altura z y de su arista lateral y. 

1783. Expresar el área S de la superficie lateral de un tronco 
de pirámide exagonal regular, en función de los lados x e y de 
las bases y de la altura z. 


4784. Hallar + 3) y (1 —1) si 


He y=wu+> 


1785. Hallar (0 0) Ha DG) > 


1-32. 








1786. Hallar los valores que toma la función 
Fry =1+2—y 
en los puntos de la parábola y=x=*, y construir la gráfica de le 
función 
F(2)=$(x, 2). 

1787. Hallar el valor de la función 
a TA + 22234 ya 
=—71-2-p 
en los puntos de Ja circunferencia 2? + y? = 0. 

1788*, Determinar f(x), si 

yy_ VIFR 
(E) 5H 4>0. 
1789*. Hallar f(x, y), si 
Ha+y y) =2y+yY. 

1790*. Sea =V y +f(Yz —1). Determinar las funciones f 
y z, si z=2 para y=1. 

1791**. Sea 2=2f (4). Determinar las funciones f y 2, si 
2=V1+Y para 2=1. : 

4792. Hallar y representar los campos de existencia de las 
siguientes funciones: 


ya=Vi=R= E 


b)2=1+V= 








—y" 
e) 2=1n (2+ y); 
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d) 2=x+arceos y; 

e) 2=V1=24+VY1=p; 
1) z=arcsen—-; 

8) :=VP*-1+VY4=y; 
1) 1: (4400) Qe 2) (a >0); 
i)z=Vysenz; 





Í) 2=1n (22+ y); 





k) z=arctg => E 0) 2=V sen (+ y. 





a 
Dx 


1793. Hallar los campos de existencia de las siguientes funcio- 


nes de res argumentos: 


a) u=Vz 4+Vy +VZ; c) y=aresenz--areseny +aresen 2; 
b) u=1n (2yz); d) y=VI=2=y—=A, 


1794. Construir las líneas de nivel de las funciones quo se dan 
a continuación y averiguar el caráctor de las superficies represen- 


tadas por dichas funciones: 


a) 2=2+y; d) 2 =V zy; e) :=2%,; 
bi=44y e 2=(l424+y); Dip 


)i=e=p  ha=tlaly 1) 2 


1795. Hallar las líneas de nivel de las siguientes funciones: 
a) ¿=1n (2*4-y); d) :=1(y—az); 
b) ¿=arcsen ay; e) 2=1/(4). 


)i=tV3+p) 
1796. Hallar las superficies de nivel de las siguientes funcio- 


nes do tres variables: 


a) u=z+y+z, 
Dusan +, 
c) u=4y—2, 


13 
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$ 2, Continuldad 


4. Límite de una función. El número 4 recibe el nombro de 
límite de la función z=f (x, y) cuando el punto P” (z, y) tiende al punto Ela db), 
si para cualquier e >0 existe un ó>0 tal, que cuando 0< p< 8, (donde 


q UTA es la distancia entre los puntos P y P”), se verifica 
a 


desigualdad 
lí (a, y—A|<e. 
En esto caso se escribe: 
lim f(x, y)=4. 
xa 
yb 
2. Continuidad y puntos do discontinuidad. La fun- 
ción 2=f (x=, y) recibo el nombre de continua en el punto P (a, b), si 
limf (2, y) =Í (2, db). 
x>2 
yb 

La función que es continua en todos los puntos de un campo determi- 

nado, se llama continua en este campo. 

Las condiciones de continuidad de una función f(x, y) pueden no cum- 
irse en puntos aislados (puntos aislados de discontinuidad), o en puntos que 
'ormen una o varias líneas (líneas de discontinuidad) y, a veces, figuras 

geométricas más complicadas. . 
Ejemplo 1. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 
zy+1 
y" 
Solución. La función pierde su sentido, si el denominador se anula. 
Poro, 22=y=0 o sea, y ==? os la ecuación de una prole: Por consiguien- 
te, la función dada tiene una línoa de discontinui: lad: la parábola y==*. 


1797*, Hallar los siguientes límites de las funciones: 





1 ¿sen ay a 
i 2 2 o E ra e e) lim—— ; 
E 
$20 y>2 y>0 
im ES im (444); E 
DA 9um(1+27 0 iuEre 
poo y>h yd 


1798. Averiguar si es continua la función 
Vi-2=p, si V+y<t, 
Ho, n= 0 sia pis. 
1799. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes 
funciones: : 
a :=mY3+y o) 1=3=32 


a; tds 
b) ===." d) 2=c08 A 
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1800*. Demostrar, que la función 
2 A, 
E= HA si 224 y:40, 
0 ,siz=y=0. 
es continua con relación a cada una de las variables x e y por 


separado, pero no es continua en el punto (0, 0) respecto al con- 
junto de estas variables. 


$ 3. Derlvadas parclales 


1. Definición de las derivadas parciales. Si 2=/(z, y), 

si hacemos, por ej., que y sea constante, obtenemos la deriyada 
dm Í(E+HAz YN 1(20_y 
A — o DD 
que recibe ol nombre de derivada parcial de la función z con rospecto a la 
variablo zx. De modo análogo se define y se dosigma la derivada parcial do 
la función 2'con respecto a la variablo y. Es evidente, que para hallar las 
derivadas parciales pueden utilizarso las fórmulas ordinarias de derivación. 


Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de la función 














E 
2=Intg=. 
a y 
Solución. Considerando y como magnitud constante, tonemos: 
0%_ 4 di 2 
DE E Y 
tg cost sen 
E y ey 
Análogamonte, considerando como constante, tendremos: 
1 dl ( z ) 2x 
e 
tel cos y ia 
y y Y 


Ejemplo 2. Hallar las derivadas parciales de la función do tres 
argumentos 


u=2%y% 4-22—3y +24. 
Solución. 


du 
q 042, 


du 
q Pr-3 


du 
=p. 
=P 


198 Punciones de varias variables 

2. Teorema de Euler. La función f(z, y) se llama función homo- 
génea de grado n, si para cualquier factor real % se verifica la igualdad 

(kz, kg) =19%4 (2, y). 

Una función racional entera será homogénea, si todos los términos de la 
misma son del mismo grado. 

Para toda función homogénea diferenciable de grado a, so verifica 
siompre la igualdad (teorema de Euler): 

af la, y +yf, (2, y =n] (x, y). 


Hallar las derivadas parciales de las funciones: 








1801. =%+y?—3axy. 1808. ¿=2", 
Y 

, 2-y sent 
1802. n=" 1809. z=e" Y, 
1803. ¿=2.. 1810. ¿=arosen / Hp 
1804. ¿=Y/ 22 y. 1811, a 1nson a. 

y 
E pa 

1805, amp" 1812. u= (xy). 


1806. :=In(14+V 37 EY). 1813. u=2", 
1807. ¿=arctgl % 


1814, Hallar (3 0 y (50) (a 0=Y/ +2. 


1815. Hallar  f2(15 250), f,(45 2 0) y fi(t5 2 0), si 
1(2, y, 2) =1n(2y+2). 

Comprobar el teoroma de Euler sobre las funciones homogé- 
neas (N%, N“ 1816 -—1819): 


1816. f(2, y)=4*+2Bxy+Cy?. 1818. f(x, y)= Pa a 


1817. 2=T7 + 1819. f(,y)=InZ . 
Ay z 





1820. Hallar (£), donde r=VZF PF. 
dx dx 
dr 


de 
dr dp 


1821. Calcular + SÍ Z=FC0SQ C y=rsenp. 
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02 Oz a 
1822. Demostrar, que x a + =2, si 
z=1n (244 2y+y*. 


Oz Oz ” : 

1823. Demostrar, que 274 Ya =0Y +2 si 
Y 
2=1y +e*. 


1824. Demostrar, que ARA ZO si 
u=(2—y) (y —2) (2-2). 





1825. Demostrar, que mt, si 
u=t+ 
1826. Hallar 2=2(z, y), si 
da a 
AAA: 
1827. Hallar z=2(x, y), sabiendo, que 
A y z(x, y)=sen y cuando z=1. 


1828. Por el punto M(1; 2; 6) de la superficie 2=2x*-+ y? 
se han hecho pasar planos paralelos a los coordenados XOZ 
e YOZ. Determinar, qué ángulos forman con los ejes de coorde- 
nadas las tangentes a las secciones así obtenidas, en su punto 
común M. 

1829. El área de un trapecio de bases a, b y de altura h es 
igual a S=4 (440) h. Hallar Z, a, ES y, mediante su dibujo, 
esclarecer su sentido geométrico. 

1830*. Demostrar, que la función 

2zy E a 
O A 
0, siz=y=0, 


tiene derivadas parciales f(x, y) y fy(z, y) en el punto (0, 0), 
a pesar de ser discontinua en este punto. Representar geométri- 
camente esta función en las proximidades del punto (0; 0). 


$ 4, Diferencial total de una función 


1. Incremento total de una función. Se llama incremento 
total de una función z=f(z, y) a la diferencia 


Az=Af (2, y) =] (24-42, y+Ay)—f (2, y). 
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2. Diforencial total de una función. Recibe el nombro 
de diferencial total de una función =f(z, y) la parte principal del inore- 
mento total Az, lineal respecto a los incrementos de los argumentos Az y Ay. 

La diferencia ontre el incremento total y la diferencial total de la 


función es un infinitésimo de orden superior a p=Y/Az2-F-Ayd. 

La función tiene, indubitablemente, diferencial total, cuando sus dife- 
rencialos parciales son continuas. Si la función tione diforencial total, se 
llama diferenciable. Las diferenciales de las variables independientes, por 
dofinición, coinciden con sus incrementos, es decir, de=Az y dy=4y. 
La diferencial total de la función z=f(x, y) so calcula por la fórmula 

dz dz 
dez di+= 3 dy. 


Análogamonto, la diforencial total de una función de tres argumentos 
u=)j (u, y, 2) se calcula por la fórmula 


du du du 
du=<z det dy de. 
Ejemplo 1. Para la función 
fr y =042y—y? 


hallar el incremento total y la diforoncial total. 
Solución. 


[(<+Az, y+4y) =(2+42)94- (2442) (y +4y)—(y+Ay)*; 
Aj (a, y)=[(24-A7)?4-(2+4x) (y+Ay)—(y + 4y)?] — (2% 4-2y — y?) = 
=20-A2+A2242:by+y:Az4-Az-Ay—2y:Ay—Ay2= 
=[(27+ y) Az4-(2—2y) Ay] + (A2%4-Ax-Ay—Ay?). 


Aquí, la expresión df=(224-y)A7+(2—2y) Ay es la diforoncial total 
de la función, mientras que (Az%-+Az-Ay—Ay?) os un infinitésimo de 
orden suporior al del infinitésimo p=Y/A22FAy2, 

jomplo 2. Hallar la diferencial total de la función 


1=V/2Fp4 
Solución. 
A, 
dE Yap Y YA 


a Y zdx-+y dy 
d= de —dy= ; 
VAR tara Vary 

3. Aplicación de la diferencial do la función a los 
cálculos aproximados. Cuando |Az| y |Ay| son_ suficientomonte 
pequeños, y por consiguiente, os suficientemente pequeño también p= 
=VA2S-+FAa?, para la función diferenciablo z=f(x, y) se verifica la 
igualdad aproximada Az =dz, 0 sea, 








Oz 0z 
áz rr Ary Ay. 


Ejomplo 3. La altura de un cono es HF =30 cm, el radio de su base 
R=10 cm. ¿Cómo variará el volumen de dicho cono sí H' se aumenta 3 mm 
y R so disminuyo 4 mm? 
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Solución. El volumen del cono es V== M2, La variación del 
volumen la sustituimos aproximadamente por la diferencial AV ==d4V= 
=31 (¿RH ¿RR? a x(—2-10-30-0,1 + 100-0,3)=—101:=—31,4 cm. 

Ejemplo 4. Calcular aproximadamente 1,023-91, 

Solución. Examinemos la función z==Y. El número que se busca 


puede considerarse como el valor incromentado do esta función cuando 2=1, 
y=3, Az=0,02 y Ay—0,01. El valor inicial de la función es :=1%=1, 


Aza di=yav-l Ax-+20 In z Ay=3-1-0,024-1-1n 1-0,01=0,06. 





Por consiguiente, 1,0229 x 14-0,06=1,08. 
1831. Para la función f (zx, y) =x*y, hallar el incremento total 
y la diferencial total en el punto (1; 2); compararlos entre sí, si: 
a) Az=1, Ay=2; b) Az=0,1, Ay=0,2. 
1832. Demostrar, que para las funciones u y v de varias 


(por ej., de dos) variables se verifican las reglas ordinarias de 
derivación: 


a) d(u4v)=du+ dv; b) d (uv) =vdu+udo; 


a (E) Et. 


Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones; 
1833. z=x* +y*—3ay. 1838. z=1n (2? + y?). 
1834. ¿=2*. 1839. (2, y) =In (14%). 


22—y2 


1835. 1= 5 + 
Ey 1840. 2=arotg Y +arotg $ 


1836. ¿=sen* ey. 
EEES 1841. ¿=In tg L. 


1837. z=ya*. 
1842. Hallar df (t; 1), si f(z, y=- 
1843. u =xyz. 


1844. u=VPFPFR 
sy 

1845. u= (ey + 7) A 
Y 

1846. u= arctg = Z 


1847. Hallar df(8, 4,5), si (2,3, )===52- 
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1848. Uno de los Jados de un rectángulo es a=10 cm, cl otro, 
b=24 cm. ¿Cómo variará la diagonal 1 de este rectángulo si el 
lado a se alarga 4 mm y el lado b se acorta 1 mm? Hallar la 
magnitud aproximada de la variación y compararla con la exacta. 

1849. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 
10 cm, 8 cm y 6 cm, está hecha de madera contrachapada de 
2 mm de espesor. Determinar el volumen aproximado del material 
«que se gastó en hacer la caja. 

1850*. El ángulo central de un sector circular es igual a 80? 
y se desca disminuirlo en 1”. ¿En cuánto hay que alargar el radio 
«del sector, para que su área no varíe, si su longitud inicial era 
igual a 20 cm? 

1851. Calcular aproximadamente: 


a) (1,029-(0,97)% b) V(4,05) + (2,937; 

c) sen 32”.c0859” (al convertir los grados en radianes y cuando 
se calcule el sen 60%, tomar solamente tres cifras decimales; la 
última cifra debe redondearse). 

1852. Demostrar, que el error rolativo de un producto es 

aproximadamente igual a la suma de los errores relativos do los 
factores. 
1: 4853, Al medir en un lugar el triángulo ABC, se obtuvieron 
los datos siguientes: el lado a=100 m + 2 m, el lado b==200 m 
+3 m y cl ángulo C=60* 4. 1%. ¿Con qué grado de exaclitud 
puede calcularse el lado ce? 

1854. El período T de oscilación del péndulo se calcula por 


la fórmula 
3 ¿ 
T=2x V PE 


donde 1 es la longitud del péndulo y g, la aceleración de la gra- 
vedad. Hallar el error que se comete al determinar 7, como 
resultado de los pequeños errores Al=a4 y Ag=f cometidos al 
medir l y g. 

1855. La distancia entre los puntos Po (%o; Yo) y P lx; y) os 
igual a p, y el ángulo formado por el vector P¿P con el eje OX, 
-es igual a a. ¿En cuánto variará el ángulo a, si el punto P toma 
la posición P,(z+4 dz, y+dy), mientras que el punto Py sigue 
invariable? 


$ 5, Derivación de funciones compuestas 


1. Caso do una sola variable independiente. Siz= 
=f(<, y) es una función diferenciablo de los argumentos x e y, que son, 
2 su vez, funciones diforenciables de una variable independiente £: 


z=ql(), y=v(0, 
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la derivada de la función compuesta :=f[p(t), Pp(t)] so puedo calcular 
por la fórmula 

dede da de a di 

di dx di dy dt” ) 

En el caso particular de que t coincida con uno de los argumentos, 

por ejemplo, con z, la derivada «total» de la función z con respecto a x será: 
dz _ 03, 0ssdy 

daa e) 


A doo 
Ejemplo f. Hallar ££. si 


a=e0%+2%, dondo z=c05f, y=M. 
Solución. Por la fórmula (1) tenomos: 
Tm 89420.3 (sen 1) hed420,2.21= 
=.30+20 (41 —3 son 1) =e8 00842 (47.3 50m 1). 
Bjemplo 2. Jallar la derivada parcial ze y la derivada total se, si 


2=e"%, donde y =P (2). 


Solución. L=ye*1, Basándonos en la fórmula (2), obtenemos: 


f= yerY 42! (2). 


2. Caso de varias variables indepondiontes. Si z es 
una función compuesta de varias variables independientes, por ejemplo, 
z=f (1, y), donde z= (u, ») o y=Y(u 0) (u Y v son variables indepon- 
diontes; f, p y *p son funciones diforenciables), las derivadas parciales de z 
<on Tespecto a u y v se expresan así: 

9, 3 85 2 0000 10) 
Tu dx du ' oy du 
dz _ 03 03, 02 0 “w 


du" dx do * dy dv 
En todos los casos examinados se verifica la fórmula 
dz Óóz 
dE dh dy 
«propiedad de invariabilidad de la diferencial total). 


Ejemplo 3. Mallar E si 


2=f (2, y), donde z=wv, == 3 
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Solución Aplicando las fórmulas (3) y (4), obtenemos: 


Eta +) 


y 
Ez] ' o u 
al DU fla y) => 1 
Ejemplo 4. Io Smostraz; que la función =p (22+y?) satisface a la 
4 Óz a 
ecuación y 7 q 


Solución. La función p dependo do x e y a través del argumento 
intermedio z2+y2=+*, por lo cual 


da doo, 
a PAIN 


y 
dz _ dz 0t 
—= a y 2) 24. 
UA? (224 y?) 2y, 


Poniendo las derivadas parciales en el primer miémbro de la ecuación, 
tondremos: 


%_.0 
UG O (4) 229! (22419) 2y= 


=22y" (24-42) 2240” (224 4%) = 0, 
es decir, la función z satisfaco a la ecuación dada. 


1856. Hallar £, si 


, donde z=e!, y=Inf. 1 


2= 


z 
y 
1857, Hallar Sp, si 


=Insen 7 donde 2=32, y=/ 24 TL. 


V 
1858, Hallar Le, si 
u=xyz, donde =1*41, y=Int, 2=tgt. 


1859. Hallar 12, si 








, donde z=Rcost, y=Rsent, ¿=H. 





B 
Ya4 ya 
1860. Hallar LE, si 


z=u”, donde u=senx, v=c08x% 
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1861. Hallar L y LE, si 


¿=arctgl ey=z. 


1862. Hallar z y £, si 
z=2%, donde y =p (2). 


1863. Hallar LE y si 
n 


Oz 
$ y 
"de as donde u=x22—y?, v=e"Y, 


1864. Hallar 7 y ES , Si 
2=arotg E Z, donde z=usenv, y =uc0sv, 
1865. Hallar E y + , si 
z=f(u), donde u=>y+L. 
1866. Demostrar, que si 


u=0 (2? + y? + 2?), donde x=.R cos p cos Y, 
: y =Rcos psenp, z=Rsenp, 


entonces, 
du U 
H=0 y F=0 


1867. Hallar L2, si 
a 


=f(z, y, 2), donde y=q (2), 2=líz, y) 
1868. Demostrar, que si 


2=/(2+ ay), 
«donde f es una función diferenciable, entonces, 
0 dz 
e “ar: 
1869. Demostrar, que la función 
w=1(u, 0), 
-donde uú=z+at, v=y4-bt, E a la ecuación 


E 
aa +0 2 
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1870. Demostrar, que la función 
2=yp (1 —y) 
satisface a la ecuación 
E 1 08 
CHI 
1871. Demostrar, que la función 


i=0y+ ap (L), 
satisfaco a la ecuación 
óz óz 
ie E Va Y +2. 


1872. Demostrar, que la función 
E 
2=e%p (year) 
satisface a la ecuación 


(22—y?) E 4 ay haya. 


1873. Un lado de un rectángulo de z=20 m, aumenta con une 
velocidad de 5 m/seg, el otro lado de y=30 m, disminuye con 
una velocidad de 4 m/seg. ¿Con qué velocidad variarán el perí- 
metro y el área de dicho rectángulo? 

1874. Las ecuaciones del movimiento de un punto material som 


i=t, y=?, 2=8. 


¿Con qué volocidad aumentará la distancia desde este punto ab 
origen do coordenadas? 

1875. Dos barcos, que salieron al mismo tiempo del punto A, 
van, uno, hacia el norte y, el otro, hacia el nordeste. Las velo- 
cidados de dichos barcos son: 20 km/h, y 40 km/h, respectivamente. 
¿Con qué velocidad aumenta la distancia entre ellos? 


$ 6. Derlvada en una dirección dada y gradiente de una función 


1. Derivada do una función en una dirección dada. 
Se da el nombre de derivada de una función 2=f (x, y) en una dirección dada 


¿=BP, a la oxpresión 





da im HP0-=1B) 
15 P a 
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dondo f(P) y F(Py) son los valores de la función en los puntos P y Py. 
Si la función z os diferenciable, se verificará la fórmula 


0_ 0 0% 
77. 0 Gr 0% (1) 


dondo a es el ángulo formado por el vector Z con el eje OX (fig. 67). 
Análogamente se determina la derivada en una dirección dada £, para 
una función do tres argumentos u=f(z, y, 2). En este caso 


du óL du du 
ar =5z 050 +37 00s B—p,-008 ya o 


donde c, P y y son los ángulos entre la dirección 2 y los correspondientes 
ojes de coordenadas. La derivada en una dirección dada caracteriza la. 
velocidad con que varía la función en dicha dirección. 





Fig. 67 


Ejemplo 1. Hallar la derivada do la función z=22*—3y2 en el 
punto .P (1; 0), en la dirección que forma con el eje OX un ángulo de 120”. 

Solución. Hallamos las derivadas parciales do la función dada 
y sus valores cn el punto P; 





Aquí 


AN 


son 4 =sen 1200=L2. 


Aplicando la fórmula (1), obtenemos: 


02 1 vi_ 
(+) +0 =>. 
El signo menos indica, que la función en este punto y on la dirección. 


dada. decrece, 
2. Gradiente do una función. Recibe el nombre de gradiente 


de una función z=f(z, y), un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de 
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dz Óz 
gradi=-2 t+-=7 0. (8) 


La derivada de ja función dada en la dirección 2, está relacionada con ol 
gradiente do la misma por la siguiente fórmula: 


óz 
ar = "be grad z, 


es decir, la derivada on esta dirección es igual a la proyección del gradien- 
to de la función sobre la dirección en que se deriva. 

A El gradiente de la función en cada punto tiono la dirección de la 
normal a la correspondiente línea de nivol de la función. La dirección del 
gradiente de la función, en un punto dado, es la dirección de la velo- 
cidad máxima de crecimiento do la función en este punto, es decir, 

0 


«<uando ¿=grad z, la derivada 7 'óma su valor máximo, igual a 


0 y2 92 y2 
VDE 
Análogamonto se dolermina el gradiente de una función do tros variables 
u=f(z, y, 2): 
du du du 
grad Cr ST It (4) 
El gradiento do unal función de tres variables, en cada punto lleva la 
dirección de la normal a la superficio de nivel que pasa por dicho punto. 


Ejemplo 2. Hallar y construir el gradiente de la función ¿=2*y 
«en el punto P(1; 1). 





0 ZW 
Fig. 68 


Solución. Calculamos las derivadas parciales y sus _valoros jon el 
punto P. 





a 
Por consiguiente, grad 2=24+3 (fig. 68). 
1876. Hallar la derivada? de la función z=x*-—xy-— 2y? en el 


punto P (1; 2) y en la dirección que forma con ol eje OX un 
ángulo de 60”. 
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1877. Hallar la derivada de la función z=x*—22%y+xy*+1 
en el punto P (1; 2), en la dirección que va desde éste al punto 
N (4; 6). 

1878. Hallar la derivada de la función z=InY"+y? en el 
punto P (1; 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada de la función u=x*—3yz+5 en el 
punto M (1; 2; —1) en la dirección que forma ángulos iguales 
con todos los ejes de coordenadas. 

' 1880. Hallar la derivada de la función u=xy+yz2+zx on el 
punto M (2; 1; 3) en la dirección que va desde éste al punto 
ÑN (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función u=n (e* + e" +e") en 
el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los ángulos a, f y y, respectiva- 
mente. 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual- 
quier dirección, es igual a cero, se llama punto estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 

a) 2=3%42y+y—áx— 2y; 

b) 2=2334 y 32y; 

c) u=2y*+2—2y —yz4+ 2z. 

1883. Demostrar, que la derivada de la función aL, tomada 
en cualquier punto de la elipse 2x*+4+y*=C* a lo largo de la 


normal a la misma, es igual a cero. 
1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 


2=2% 4 y? —32y. 
1885. Hallar el grad z en el punio (5; 3), si 
2=Y 2 y. 


1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u=xyz. 

1887. Hallar .la magnitud y la dirección del grad u en el 
punto (2; —2; 1), si 

u=?4y4z. 

1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 
¿=In2 en los puntos A+; 2) y B(1t; 1). 

1889. Hallar la magnitud de la elevación máxima de la super- 
ficie 

2=% +48 

en el punto (2; 1; 8). 
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1877. Hallar la derivada de la función ¿=x%—2x%y+xy?+14 
en el punto P (1; 2), en la dirección que va desde éste al punto 
N (4; 6). 

1878. Hallar la derivada de la función =InY 2% +y* en el 
punto P (1; 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada do la función u=x*—3yz+-5 en el 
punto M (1; 2; —1) en Ja dirección que forma ángulos iguales 
con todos Jos ejes de coordenadas. 

1880. Hallar la derivada de la función u=xy+yz+2zx on el 
punto M (2; 1; 3) en la dirección que va desde éste al punto 
ÑN (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función u=In (e* + e"+.e*) en 
el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los ángulos «, fB y y, respectiva- 
mente. 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual- 
quier dirección, es igual a coro, se llama punto estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 


a) 2 =% + 2y+y*—42—2y; 


b) :=2% + y*—32y; 
c) u=2y + 22 —2y—y2z+4 2z. 


1883. Demostrar, que la derivada de la función ¿=£, tomada 


en cualquier punto de la elipse 22*4+y?=C* a lo largo de la 
normal a la misma, es igual a cero. 
1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 


12=103+y?-—32y. 
1885. Hallar el grad z en el punto (5; 3), si 
2=Yr—y. 


1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u=xyz. 
1887. Hallar la magnitud y la dirección del grad u en el 


unto (2; —2; 1), si 
E ' ? u=2 y4a, 


1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 
2=In2 en los puntos (+ 2) y B(1; 1). 
- 1889, Hallar la magnitud de la elevación máxima de la super- 
ficie A 
en el punto (2; 1; 8). 
141016 
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1890. Construir el campo vectorial del gradiente de las si- 
guientes funciones: 


a) 2=x+y; e) i=2%+]pY8; 
hb) 2=xy; és 1 
VA 


$ 7. Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 


1, Dorivadas parciales de órdenes superiores, Se llaman 
derivadas parciales de segundo orden de una función z=f(x, y) a las deriva- 
das parciales de sus derivadas parciales de primer orden. 

lara designar las derivadas de segundo ordon se emplean las siguientes 








notaciones 
0 (02 y_ 0% _ y ' 
sl) rte 
') dz dz $ 
+7 (2) AS 


Análogamente se determinan y se designan las derivadas parciales de 
orden superior al segundo. 

Si las derivadas parciales que hay que calcular son continuas, el resul- 
tado de la derivación sucesiva no depende del orden de dicha derivación. 

Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la 
función 





2 
=arolg => 


Solución, lfallamos primeramente las dorivadas parciales de primer 
orden: 





MA 
AY 
14 
y 
(EA (E Lo z 
ay E y? Ja Ayo 
+ 
Ahora volvemos a derivar: 
¿-E -tHlat)-- ah 
an da Y) A? 
vr 0 (- z )- 2xy 
day 24 y (ya 
Pz a y y AAA 1 E 
ÓN 


Debe advertirse que la llamada derivada parcial «cruzada» se puede hallar 
de otra manera, a saber: 


Pa dz 0 ( z )> A 
dxdy  dyóz dz ay) EE FP 
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2. Diferenciales de órdenes superiores. Recibe el nombre 
de diferencial de segundo orden de una función z=f(z, y), la diferencial 
do la diferencial de primer orden de dicha función: 


diz=d (dz). 
Análogamente so determinan las diferenciales de la función 2 de orden 
superior al sogundo, por ejemplo: 
d32=d (422) 
y. on general, 
dd (di=1z). 
Si 2=f(z, y), donde x e y son variables independientes y la función f 


tiene derivadas parciales continuas de segundo grado, la diferencial de 2> 
orden de la función se calcula por la fórmula 





0% a 
=— dan 
ES 
En general, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica la 
fórmula simbólica 


» 
da dy + pda. wm 


S 
(e + +) e 


que formalmonte se desarrolla según la ley binomial. 
Si z=f(z, y), donde los argumentos z e y son a su voz fincionés de una 
o varías variables independientes, tendremos 





da dz tz or 02 
la= —- 242 2 alo co 
a 53 dd op da dy + pz A a 


Si x e y son variables independientes, d22=0, d%y=0 y la fórmula (2) se 
hace equivalento a la fórmula (1). 


dy. (2) 


Ejemplo 2. Hallar las diforenciales totalos de 1% y 2% órdenes de la 
función 


2=22%—3xy — y? 
Solución. 18 procedimiento. Tenemos: 





de 4 dz pr 
FU > Y. 
Por lo cual, 
ds, , 02 s 
di da +37 dy=(42—3y) de (82424) dy. 
Después, 
q 5 A 
ve y A a 


de dondo se doduce que 


a ee 6% 
Bn da2+2 qe Uta dy2=4 dr2—6 dz dy —2 dy2, 


2% procedimiento. Diferenciando, hallamos: 
di=4% dr—3 (y de +2 dy) —2y dy =(42—3y) dz — (3x2 +2y) dy. 
Volviendo a diferenciar y recordando que dz y dy no dependen de z e y, 
14* 
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wbtenemos: 
de=(4da—3 ne di—(3d14+2 dy) dy =4 da2—6 dz dy —2 dy?. 


0% dz 
1891. Hallar L == aa > 
a=0V Et 
Oz 0% dz 


1892. Hallar DE? Ta * Oo 














2=1n (1? + y). 

1893. Hallar o y si 
VER. 

1894, Hallar 2, si 
2= arclg = . 


1= 
1895, Hallar L£-, si 
VEFFFR. 
1896. Hallar todas las derivadas parciales de 2* orden de la 
función 
U=IY + Yy3+ 22. 


1897. Hallar 32% y si 


ua. 


2 


1898. Hallar 535 pa a y $ 


2 =sen (zy). 
1899, Hallar fiz(0, 0), fiy(0, 0), fiy (0, 0), si 
15 y=(1+2"(14y)". 


0 0% 
1900, Demostrar, que adj Oy oz" 


si 
Es faE 
z=arsen / —=. 
Oz. az 
dzdy  dyóxr” 
z=40, 


1901. Demostrar, que =— si 


Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 23 





1902*. Demostrar, que para la función 
o 
0 0=W pz 
con la condición complementaria de f(0, 0) =0, tenemos 
Fey (0, 0) =—1, fux(0, 0)= +1. 


Oz a 0% 


1903. Hallar Er, 0 ao> 


si 





2=f(u, v), 
donde u=2* +4 y?, LD 
1904. Hallar = + Si 
e: Y, 2), donde z=q (z, y). 
0% A 


1905. Hallar -7 = NT A si 
z=f(u, v) donde u=p(x, y), v=wp(z, y). 


1906. Demostrar. que la función 
u=arctg - 


satisface a la ecuación de Laplace 
Ou, Du 


ENT =0, 





1907. Demostrar, que la función 
u=inl a 
7 


donde a e satisface a la ecuación de Laplace 
du 
> +=. 
1908. Demostrar, que la función 
u (z, t) =A sen (ah + q) sen Az 
satisface a la ecuación de vibraciones de la cuerda 
Puy 0 
ad = 
1909. Demostrar, que la función 
— 00H v0 2420) 
e 


1 
u(z, y, 2, ova 
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(Lo, Yo, Zo, 4, son constantes) satisface a la ecuación de la conduec- 
tividad calorífica 


Pe Du 
A) 
1910. Demostrar, que la función 
=p (a) +p(24at), 
donde y y wp son unas funciones cualesquiera, diferenciables dos 
veces, satisface a la ecuación de las vibraciones de la cuerda 
du 0 





7 


1911. Demostrar, que la función 


(2) +o(+) 
satisface a la ecuación 


qa Pz y 0% 
a+ e +85 =0. 


1912. Demostrar, que la función 


u=p(2)+Vzayy(L) 
satisface a la ecuación 


Pu 
Po —Y > Mi 


1913. Demostrar, que la función z=f[x+ (y)] satisface a la 
ecuación 


0z 0x0y  0y 0x1 * 
1914. Hallar u=u (z, y), si 
Pu 
dudy 
1915. Determinar la forma de la función u=u/(z, y) que satis- 
face a la ecuación 


du 
sa=0. 
1916. Hallar d%, si 
2=e% 


1917. Hallar diu, si 
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1918, Hallar diz, si 





p (t), donde ¿=x2*+y?. 
1919. Hallar dz y d%z, si 


E 
z=u”, donde E V=XY. 


1920. Hallar d?z, si 

z=f(u, v), donde u=ax, v=by. 
1921. Hallar d2z, si 

z=f(u, v), donde u=xe", v=ye". 
1922. Hallar d*z, si 

z=%C08 y. 
1923. Hallar la diferencial de 3% orden de la función 
Z=XC08 y-+ y Sen z, 


y determinar todas derivadas parciales de 3% orden. 
1924. Hallar df (1, 2) y déf(1, 2), si 


Hz, y) =0*+2y +y9—4 ln 240 Iny. 


1925. Hallar d3f(0, 0, 0), si f(x, y, 2) =*4+2y* + 322—22y + 
+ 4x2 + 2y2. 


$ 8. Integracion de diferenciales exactas 


1%, Condición de diferencial exacta. Para que la expresión 
P (2, y)dx4-Q (z, y) dy, en que las funciones P(x, y) y Q(z, y) son conti- 
nuas conjuntamente con sus derivadas parciales de primer orden en un 
recinto simplemente conexo D, represente de por sí, en el recinto D, la 
diferencial exacta de una función determinada u (x, y), es necesario y sufi- 
ciente que se cumpla la condición 


e E 
9 dy" 
Ejemplo t. Cerciorarso de que la expresión 
(22) y) dx 4- (24-24) dy 
os la diferencial exacta de una función determinada y hallar dicha función. 
Solución. En este caso P=2x+y, Q=x+2y. Por esto, L- Ha 


y, por consiguiente, 
E du 
Os+y)dz4 (2424) dy =du=- 52 de +, de, 


donde u es la función que se busca. 
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De acuerdo con Ja condición LE 224v, por consiguiente, 
u= y (224 y) de=2242y +0 (y) 


Pero, por otra parte, Fey (y)=>4+2y, de donde y (y)=24y, p(y)= 
=y4cC 
y 
u=242y 4 y34-C. 
Finalmente, 
(2744) d+ (24 2y) dy =d (224 2y + y24-C). 
2. Caso de tros variables. Análogamento, la expresión 
Plz, y, 2)d24-Q (2, Y, 2) dy +R (2, y, 2) de, 
en quo P(z,y,2), Q(z,y, 2) y RÍ(z, y, 2), junto con sus derivadas parcia- 
les de 1% orden, son funciones continuas de las variables z, y, z representa 
la diferencial exacta de una función determinada u(z,y,z) en un recinto 
simplemente conexo D del ospacio, cuando, y sólo Cuando, en D se cumpla 
la condición 
DA RO PAR 
Lead” TADO 7 ddr FERGIE > Tina Td 
Ejomplo 2. Cerciorarse de que la expresión 
(8224 3y —4) d14- (22432) dy + (2y2 +1) de 
es la diferencial oxacta de 'una función y hallar dicha función. 
Solución. Aquí P=322+3y—1, Quzl+3x y R=2y24+1. Estable- 
cemos, que 
0Q_o0P_, 0R_ 00 0P__ OR 
a dz dz 


dx oy 
y, por consiguiente, 


(Ba2+3y —4) dz + (24-32) d+ (un) dema do de ay de de, 


dondo u es la función que se busca. 
Tenemos: 


du 
3439, 
es decir, 
uo 0y— 1) d+ 329240 (9, 2) 
Do otra parte, 
du 0p > 
E 


du _ 0 
| 
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de donde ¿2:21 y 22 24:41. El probloma se reduce a buscar una fun- 


ción de dos variables 0 2), cuyas derivadas parciales se conocen, habién- 
dose cumplido la condición de diferencial exacta 
Hallamos q: 


9 a=| 2 dy=y24p (2) 
a+ (2) 24244, 
Y ()=1, p()=:+C, 
es decir, p(y, 2)==ys84+=-4-C. Y, finalmente, obtenemos 
m2 3y—I ya. 

Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
son diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas fun- 
ciones. 

1926. ydx--z dy. 

1927. (cos 1+32*%y) de + (23 — y?) dy. 

(2 +24) de + y dy 
192: E+y) 
1920. ¿E de 


1930. Fa a 


z y 
1931. Va + VAT dy. 


1932. Determinar las constantes a y b de tal forma, que Ja 


expresión 
(azi y 22y + y?) dz — (224 22y + by?) dy 
(4 y) 


sea la diferencial exacta de una función z, y hallar esta última. 

Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
son las diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas 
funciones. 

1933. (22+y+2) de + (24 2y +2) dy + (24 y +22) dz. 

1934. (3x* + 2y?-+ 32) dz + (4xy + 2y —z) dy + (32—y—2) dz. 

1935. (22yz—3y*z +8xy?*4-2) dr+ 

+ (2% —6xyz +81*%y +1) dy + (1*y —3xy? + 3) dz. 
1 1 z 1 y 
1986. (-—37) d+ (2-7) 0+ (+32) d2. 
1937. 2dz+udy+2 dz 
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1938*, Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes 
de coordenadas: 
es E 2... 
ya? ia Eryr >? 
donde A es una magnitud constante. ¿Cuál debe ser el coeficiente A, 
para que la fuerza tenga potencial? 
1939. ¿A qué condición debe satisfacer la función f (zx, y), para 
que la expresión 
Í(z, y) (d2+ dy) 
sea una diferencial exacta? 
1940. Hallar la función u, si 


du=] (ay) (y d+ x dy). 


$ 9, Derivación de funciones Implicitas 


1. Caso de una variable independiente. Si una ecuación 
fíz, y)=0, donde f(x, y) es una función diferenciablu de las variablos z 
oy, dotormina a y como función de z, la derivada de esta función dada en 


forma implícita, siompre que fy(z,y)+0, puede hallarse por la fórmula 
dy__fela 1) 
E AN, 1 
eS ty(z, y) ds 


Las [derivadas de órdones suporiores se hallan por derivación sucesiva 
de la fórmula (1). e 
dy Oy 


Ejemplo 4. Hallar Y si 
(224-y23—3 (224 y2) 4-1 =0. 


Solución. Designando el primer miembro de esta ccuación por 
f(x, y), hallamos las derivadas parciales 


ele, y) =3 (224 y2)2.22—3-22=682 [(22+y2)24], 

fu (a, 1)=3 (224 y2)2.2y —3-2y =6y [(294- y22—1]. 
De dondo, aplicando la fórmula (1), obtonemos: 

dy__ 4) __ BR Y 


dany WHERE y 


Para hallar la segunda derivada, derivamos con respocto a x la primera derivada 
«ue hemos encontrado, teniendo on cuenta al hacerlo que y es función de z: 








ty Y z =) 
A A (- A 
a E US py "qe 
2. Caso de varias variables indopondientes. Análoga- 
monte, si la ecuación P(z, y, 2)=0, donde F(z, y, z) es una función di 
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renciable de las variables x, y y z, determina a : como función de las 
variables independientes z e y, y Pi(z,y.2) +0, las derivadas parciales 
de esta función dada de forma implícita pueden hallarse por las fórmulas: 
92 _FPeleryz) d%2_ Fila ya) 
2 Playa) Wi Fay 
Otro procedimiento para hallar las derivadas de la función z es el siguiente: 
diferenciando la ecuación F (z, y, 2)=0, obtenemos: 





(2 


a ar or 
Ay A m0. 


De dondezpuede determinarse dz, y por consiguiente E y ña , 
Oz $ 

al 
22—2y?4-322—y2-4 y =0. 


Solución. 1% procedimiento. Designando el primer miembro 
de esta ecuación por medio de F (z, y, z), hallamos las derivadas parciales 


Pele, y 23=2z, Pyle y. 2)=—4y—2+1, 
Fa(z, y, 2 =6:—y. 
Aplicando la fórmula (2), obtenemos: 
pan__Palmyvz)__ 2 d_ fileayzo__1 


A 
2% procedimiento. Diferenciado la ecuación dada, obtonemos; 
27 de —4y dy +62 di—y d:—2 dy + dy=0. 
De donde determinamos dz, es docir, la diferencial total de la función 


implícita: 
_2r dr H(1—4y—2) dy 
— > 


Ejomplo 2. Hallar L y 








dz 


Comparándola con la fórmula diaz E dy, vemos, que 


de da da _tóyx 
vz 3 ay y=tz * 

3%. Sistema de funcionos implícitas. Si el sistema de dos 
ecuaciones 





Fíz, y, u, 0)=0, 
( G(z, y, u, v)=0 
determina u y y como funciones diferenciables de las variablos 2 e y, y el 
jacobíano 
OF OF 


DgÍ, 6) _ [02 du 
Día, v) 96 96 
du dv 


0, 
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las diferenciales de estas funciones (y por consiguionto, sus derivadas 
parciales) se pueden hallar de las siguiontes ecuaciones 

or a or or 

De Egg A A de ds 
46 IG 0G 46 
Ñ 9 Hay d+ 0 dom 


Ejemplo 3. Las ecuaciones 


upo=z+ y, zutyo=1 


determinan u y v como funciones de z o y; hallar 22; Qu. 0 do 


di ay? da Y ay 
Solución. f% procedimiento. Derivando ambas ecuaciones 
con respecto a x, obtenemos: 


du , 00 
dto 


du, 0 
u+z ¿030 





de dondo 
du __ ty 
Day 0 y 
Análogamente, hallamos: 


Qu EY do os 


Oy ny dy  2y 


2% procodimiento. Por derivación hallamos dos ecuaciones que 
relacionan entre sí las cuatro variables: 


du+do=d1+dy, 
adu+udz+ydo+vdy=0. 


Rosolviondo osto sistema respecto a las diferenciales du y dv, obte- 
memos: 


du= — LEY) da + (044) dy , ds (uz) dr 4 (043) dy 
De donde E e 


óv + 











du _ u4y du_  vty 


de ay" dy ay" 
Dudo de vts 
dz a—=y' dy y" 
4%. Funciones dadas en forma paramétrica. Si la función 
diferenciable < de las variablos x e y so da en ecuaciones paramétricas 


2=x (4,0), y=y(u,v), 2=2(u,v) 








y 
óx dx 
Díe,y)_| 0% dv 
D(u,v) | oy ay 
RETA 


+0, 
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la diferencial de esta función se puede haJlar del sistema de ecuaciones 
a 


E 
| de ==, dut zz do 


E 9 
dy=¿L du + Lao, re) 


| 0z dz 
| da Edu do 
Conociendo la diferencial d:=pdz+q dy hallamos las dorivadas parciales 
dz 02 
PY 

Ejomplo 4 La función z de los argumentos z e y viene dada por 
las ecuaciones 


a=u-po, y=u44+02, 





18408 (u e 6). 
Hallar pa y Z 7 
Solución. 1tr procedimiento. Por diferenciación hallamos 
tres ecuaciones que relacionan entre sí las cinco variables: 
de=du-+dv, 
/ dy=2u du + 2v do, 
U az=3u du-+-302 do. 


De las primeras dos ecuaciones despejamos du y dv: 





_ 2vde—dy _ dy—2udz 
a 


Ponemos en la tercera ecuación las expresiones así determinadas de du y do: 


Zu dx— dy dy —2u de 


de y 








Guy (u—) de 43 (02—u2) dy. 3 
a us dd (uo) dy, 
De donde 
— duo, Z (+0). 

2% procedimiento. De la tercora ecuación dada se puede hallar: 

dz du 0 Om de 

==3u? 2 . = Ju? 2 

ii mp A ib NTRA 6 





s las dos primeras ecuaciones, primeramente, con respecto a z, 
y después, con respecto a y: 
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Del primer sistema tenemos: 


du P do u 
Úx e 





Del segundo sistema tenemos: 








á 1 dl 
A 


3 
s y (+0). 


1941. Sea y una función de x, determinada por la ecuación 


La 


dy dy d3y 
Hallar => zi Y 73: 


1942. Sea y una función determinada por la ecuación 
a4y*4+2axy=0 (a> 1). 
Demostrar, que 20 y explicar el resultado obtenido. 


1943. Hallar a Siy=i+ yo 


dy 
a 
2 
1944. Hallar G£ y El, si y=2+Iny. 
1945. Hallar (De, y (2), e si 
O 


Utilizando los resultados obtenidos, representar aproximada= 
mente Ja gráfica de esta curva en el entorno del punto z=14. 
1946. La función y está determinada por la ecuación 





In VFFP=aarctg Ll (a40). 
dy 
Hallar < y dE 
de 2 
1947, as y si 


142y—1n (40%) =0. 
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1948. La función z de las variables x e y se da por la ecuación 


142442 —3xy2—2y +43=0. 
ds 
ae 
1949. Hallar L y 


dz 
Hallar ar Y 
a 
a > 
TCOSY + YC00sz7 420082 ==1. 


si 


1950. La función z viene dada por la ecuación 
+ y—2—xy=0. 


Hallar HE y - para el sistema de valores z= —1, y =0 y z=1. 
5 de da da 0 aa aso 
1951. Hallar ¿7, A a aro Er = 1 


1952. f(x, y, z) =0. Demostrar, que se 
1953. z=«p(z, y), donde y es función de zx, determinada por la 
ecuación y (z, y)=0. Hallar + $ 
1954. Hallar dz y diz, si 
Ayto a. 





1955. Sea z una función de las variables z o y determinada 
por la ecuación 


22? 4 2y 428222 +8=0. 
Hallar de y d?z para el sistema de valores 2=2, y=0 y 2=1. 
1956. Hallar dz y d%z, si ln z=x4+y+2=1. ¿A qué son 
iguales las derivadas primera y segunda de la función 2? 
1957. Sea la función z dada por la ecuación 
ay +2 =q(ar 4 by+c2), 
donde q es una función cualquiera diferenciable y a, b, c, cons- 
tantes. Demostrar, que 





dz 9: 
(cy — bz) 57 + (a2—cz) > =bx—ay. 
1958. Demostrar que la función z, determinada por la ecuación 
F(z—az, y—b2)=0, 


donde F es una función diferenciabie cualquiera de dos argumentos, 
satisface a la ecuación 


dz ds 
a +07 =1- 
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02 0: 
1959. rHz, 2)=0. Demostrar, que ctra 
1960. Demostrar, quo la función z, determinada por la ecua- 
ción y=xp (2) + y (2), satisface a la ecuación 
dz (0 y? Os dz 0% 0% (0212 
dan (%) Ty dzdy * ay (2) =0. 











1961. Las funciones y y z de la variable independiente zx se 
dan por el sistema de ecuaciones 


13 12; 
24yoa=0, +24 +432=64. Hallar ze A £, pad y = para 


z=1, y=0 y 2=1. 
1962, Las funciones y y z de la variable independiente z se 
dan por el sistema de ecuaciones 


xyz=a, 2+y+2=b. 


Hallar dy, dz, d*y, d%z. 
1963. Las funciones u y v de las variables independientes x e y 
se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 


U=I+Y, UL=yY. 
Calcular 


du lu U2u 0% Pu do dv 0 an dew ara 
da * 0? 00 Toy * ayi? dz? Oy? dar dady * ona 
z=0, y=1. 
1964. Las funciones u y v de las variables independientes 
zx e y se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 
u+v=x, u—yv=0. 
Hallar du, dv, d%u, d?v. 


1965. Las funciones u y v de las variables x e y se dan por 
el sistema de ecuaciones implícitas 


z=q(u, 0), y=v(u, v). 


du du dv 00 
Hallar 377, bd 


1966. a) Hallar Ey + si F=8.c080, y =usen v y 2=C6. 
de oa iS 
b) Hallar E da I=U+D, YJ=U—V Y 2=U0. 


e) Hallar da, si xq e"P, y=e"" y 2=ub. 
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1967. z=F (7, q), donde r y q son funciones de las variables 
zx e y, determinadas por el sistema de ecuaciones 


L=F00SP, Yy=r8enQ. 


03 0 
Hallar Ya 
1968, Considerando z como función de x e y, hallar = + A 


si 1=4C05c05%p, y =bsen p eos y, 


2=CSen Y. 


$ 10, Cambio de variables 


Cuando se cambian las variables en las exprosiones diferenciales, las 
derivadas quo entran en ellas deben expresarse por medio de derivadas con 
respecto a las nuevas variables, aplicando para ello la regla de diferencia- 
ción de funciones compuestas. 


1%, Cambio do variables cn las expresiones que con- 
tionen derivadas ordinarias. 


Bjemplo 1. Transformar la ocuación 
dy dy al 
ir ir AI 
Ñ 1 
poniendo ir 


Solución. Expresamos las derivadas de y respecto a z por medio de 
las derivadas de y con respecto a t, Tenemos: 





dy dy 

La AH 

TN e DO TES 
de TAE 


a (4) 






Py 
de 


dy 


ES dy 
(2: e ÓN 





os Y 
— (2) =243 4 
Ii 0) =20 5240 
Ponemos las expresiones de las derivadas halladas on la ecuación dada 
y cambiando x por qa obtenemos: 
1 d a? 4 di 

e (2) 2 (eeh) +ery=o 

d? 

Y gato 
151018 
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Ejemplo:2. Transformar la ecuación ñ + 
dy dy y_da_ 
(e gn 
tomando y como argumento y = como función. 
Solución. Expresamos las derivadas do y respecto a z por medio de 

las derivadas de x respecto a y 














dy _ 1 
: ; L=z 
de 
dy dt d/14vxdy 4 di 
1d (2) (2)= “EPT 
dy dy. dy 5) 


Poniendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación dada, tendremos: 





de 
E o A 
ES 





o, finalmente, 
a dz day? 
(a) 
Ejemplo 3. Transformar la couación 


dy_ +8 
de ay" 
pasando a las coordenadas polaros 
z=rFrC08 q, Y =r Sen q. (1) 
Solución. Considerando r como función de «q, de la fórmula (1) 


obtenemos: 
dx =c0s p dr—r sen q dq, dy =sen q dr-+rcos p do, de donde 


son LK hr cos 
dy_sonpdr+rcospdp _ Pd Y 


dz "Tos pdr—r sen p dp 








di 
cos p- E sen 
* dy P 
Poniendo en la ecuación dada las expresiones de =, y y Y tondromos: 


dr de 
hdr 70d Po reosp+rsenp 


reos p—rsenqp * 








cos” senp 


o, después de simplificar, 
dr 


==" 


dp 
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2%. Cambio de variables en las expresiones que con- 
tionen derivadas parciales. 


Ejemplo 4. Transformar la ecuación de las vibraciones de la cuerda 


uu Du 
a“ «+0 


a unas nuevas variables independientes a y PB, donde a=z—at, PB=x-+at. 

Solución. Expresamos las dorivadas parciales de u con respecto a z y + 
por medio de derivadas parciales do u con respecto a a y f. Aplicando as 
fórmulas de derivación de funciones compuestas 


du _ 0u da 008 du_0u da, du op 





CC E A 
obtenemos: 
du_ du du de 
A A a) 


0R du 
Te" da A A 


Volvemos a derivar aplícando estas mismas fórmulas: 

A EN 
Da Sr) ao) e ($ dE 
Ou du du du 

E (E —+2) 458 (3 da dE ).- 
Pu, 0 
=al ay 
y taa) 


al) ¡ESE tl) 
Pu ¿20 


Du Pu Pu Pu Pu 
(rt + cap): apt dr) 1 E SUN 





Poniéndolo en la ecuación dada, tondremos: 





du du Bu Ou Ou 
e ( IE E )= (5 TAN ) 
o bien, 
EN 
TI 


z 0 0 
y ión 224 ye 3% 
Ejomplo 5. Transformar la ecuación de +y ia 22, tomando 


como nuevas variables independientes u=x, »= tz , y como nueva función 
x 1 


== ———. 


E 
45* 


228 
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Solución. Expresamos las derivadas parciales 3 y El mediante 
las derivadas parciales had ve 


Y. Para ello, diferenciamos las relaciones 
dadas entre las variables antiguas y las nuevas 


y de dy de de 
dude, dG => 
Por otra parte, 
” Ta 
Por esto 
dw 0 dr dz 
a A SA 
o bien, 
Ow 
et 
De aquí que 


dial (5 
z 


y, por consiguiente, 





0 2 ( 1 0W 41 0 
—=1 ( peris 
dx ) 


2d 2d 
y 

d_ 23 0 

dy yoo 





Pc PA EA n= 2 
2 e) +2 do" 
0 bien, 





1969. Transformar la ecuación 


a Le +20 -+Hy=0. 
haciendo 2=e!. 


1970. Transformar la ecuación 





poniendo z=c0sf. 
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1971. Transformar las siguientes ecuaciones, tomando y como 
argumento: 
dy dayy2_ 
re) (52) =0, 
dy Py By y2 
zo (34) =0. 
1972. La tangente del ángulo y, formado por la tangente M7 
y el radio vector OM del punto de tangencia (fig. 69), se expresa 
de la forma siguiente: 
6 E 
PR 
tg e 
a 
Transformar esta expresión, pasando a las coordenadas polares: 
L=FC08(, Y =PSCNQ. 





Fig. 69 


1973. Expresar la fórmula de la curvatura de una línea 
AS 
+A 
en coordenadas polares z=rcoS q, y =7sen q. 
1974. Transformar a las nuevas variables independientes u y v 


la ecuación 


óz 02 
z-+q-% 


siu=x, v=44+4p. 
1975. Transformar a las nuevas variables independientes u y v 
la ecuación 
PAN — 
Yo PP. 
y 


siu=x v=Zw. 
z 
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1976. Transformar la ecuación de Laplace 
Ou, 0 
tar =0 

a las coordonadas polares r y «, poniendo 


T=FC0SQP, Y=FrSenq. 
1977. Transformar la ecuación 








e = 2 y = 
haciendo u=xy, v= 5 e 
1978. Transformar la “ecuación 
y E), 
introduciendo las nuevas variables independientes 
u=a4y, v=t4 4 


y la nueva función w=In2—(x-+ y). 
1979. Transformar la ecuación 


0% 0% Oz 
2 rt =0 
tomando como nuevas variables independientes 


y 
u=r+y, v=2 


y como nueva función wu=z+. 


1980. Transformar la ecuación 


0% de 0% 
tata 





poniendo u=2+Y, V=12—yY, W=2XY—2, donde 1w=w (u, v). 


$ 11, Plano tangente y normal a una superficie 


1. Ecuaciones del plano tangente y de la normal 
para el caso en que la superficie ostá dada de forma 
explícita. Recibe el nombro do plano tangente de una superficio en el 
punto M (punto de contacto) el plano en que están situadas todas las tan- 
gentes en el punto M, a las curvas trazadas en dicha superficio que pasan 
por esto punto M. 

Se llama normal de una superficie a la recta perpendicular al plano 
tangente en el punto de contacto. á 

Si la ecuación de la suporficio está dada de forma explícita en un sistoma 
de coordenadas cartesianas, 2=f (z, y), dondo f (z, y) es una función diferon- 
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ciable, la ecuación del plano tangente en el punto M (Zo, Yo» %o) a la super- 
ficie será 


Z— 29 fx (20 Yo) (X —Z0) + fu (Zo, Yo) (Y vo)» “4 





aq á 20=f(Zp Yo) y X, Y, Z, son las coordenadas variables de los puntos 
dol plaso tangente, 
as ecuaciones de la normal tienen la forma: 
X—z Y—Y _Z-x 
HA AAA, 2) 
fx(Zo Yo) — fulZo Yo) 


donde X, Y, Z, son las coordenadas variables de los puntos de la normal. 
Ejemplo 1. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la nor- 
mal a la superficie 2=3-—y? on su punto M (2% —1; 1). 
Solución. Hallamos las derivadas parcialos de la función dada y sus 
valores en el punto M. 


5 Bs 
Es EU 


Ó: 3 dz 
2 (5),=> 
De donde, aplicando las fórmulas (1) y (2), tondromos: —1=2(2—2) 4 
+2(y+1) o bion, 22+2y—2-—1=0, que es la ecuación del plano tangonto, 
2-2 y+1_21 
ci = 
2, Ecuaciones del plano tangeuto y do la normal 
ara ol caso en que la superficio ostá dada de forma 


implícita. En el caso en que la ecuación de la superficio regular esté 
dada do forma implícita 








, que son las ecuaciones de la normal. 





P(z, y, 23=0 
y F (o, Yo» 20) =0, las ecuaciones correspondientes tendrán la forma 
Fisk, Yo» 20) (X— 20) + Fskos Yos 20) (Y — 40) +F% (Tos Yo, 20) (2 20)=0, (8) 
que es la ecuación del plano tangento, y 
X—zm _  Y=m Z—20 
Facto Yo» 20) Fylzo» Yo 20) FilZos Yo» 20) 
que son las ecuaciones de la normal. 
Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano tangente y de la normal 
a la superficie 3zyz—22=a% on el punto que tiene 2=0 e y=a. 
Solución. Hallamos la cota z del punto de contacto, poniendo z=0 
e y=a en la ecuación de la suporficio: —22=a%, de donde = —a. De esta 
forma. el punto de contacto es M (0, a, —a). 


Designando por F (zx, y, z) el primer miembro de la ecuación, hallamos 
las dorivadas parciales y sus valores on el punto M: 





(4 





Fi =3yz, (P2)m= —302, 
Fy =3zx, (Eu =0, 
Pi=321y—322,  (Pijy=-—30%. 
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Aplicando las fórmulas (3) y (4), obtenemos: 
—3a2 (2—0) +0 (y—a) —3a2 (24 a) =0, 
o sea, z4+2-+4=0, ecuación del plano tangente, 


20 _y—a_z+a 
Ta 0 





z+a 4 
=, ecuaciones do la normal. 





1981. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y las de 
las normales a las siguientes superficies en los puntos que se 
indican: 

a) al paraboloide de revolución z= 22+ y”, en el punto (1; —2; 5); 

b) al cono +0, en el punto (4; 3; 4); 

c) a la esfera 2* + y?+4+22=2/%%, en el punto (rcosa; Risena; R). 

1982, ¿En qué punto del elipsoide 


ze 2 n 
FAT! 
la normal forma ángulos iguales con los ejes coordenados? 

1983. Por.el punto M (3; 4; 12) de la esfera + y+z2 169 
pasan planos perpendiculares a los ejes OX y OY. Escribir la 
ecuación del plano que pasa por las tangontes a las secciones que 
originan aquéllos, en el punto común M. 

1984, Demostrar, que la ecuación del plano tangente a la 
superficio central de 2? orden 


ad+ybyet=k 
en su punto M (Zo, Yo, Zo) tiene la forma 
aXyT + byoy + 292 =k. 
1985. Dada la superficie x*+2y?4-322=21, trazar a ella pla- 


hos tangentes que sean paralelos al plano z+4y-+62=0. 
1986. Dado el elipsoide 


2 ¡2 2 
F+F+R=4 


trazar a él planos tangentes que intercepten en los ejes coordona- 
dos segmentos de igual longitud. 

1987, Hallar en la superficie 2*+y?—22—22=0 los puntos 
on que los planos tangentes a ella sean paralelos a los planos 
coordenados. 

1988. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 
xyz:=m% forman con los planos coordenados tetraedros de volumen 
constante. 
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_1989. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 
Vi+Vy+V2=V2 inlercoptan en los ejes coordenados segmen- 
tos, cuya Suma es constante. 

1990. Demostrar, que el cono 
El ya ¿2 
PAS 
y la esfera 





depor y2 o da 
A + ) = (040%) 
son tangentes entre sí en los puntos (0, + b, c). 

1991. Se llama ángulo entre dos superficies cn el punto de su 
intersección, al ángulo que forman los planos tangentes a dichas 
superficies en el punto que se considera. 

¿Qué ángulo forman en su intersección cl cilindro a*+y?=R* 
y la esfera (1— RP +y?+2%=R* en el punto m($ 280)? 

1992. Se llaman ortogonales las superficies que se cortan entre 
sí formando ángulo recto en cada uno de los puntos de la línea 
de su intersección, 

Demostrar, que las superficies 224 y?-4+ 22 = 5? (esfera), y =x tg p 
(plano) y 2?=(2*-+ y*) tg? (cono), que son superlicies coordenadas 
del sistema de coordenadas esféricas r, p, p, son ortogonales entre sí. 

1993. Demostrar, que todos los planos tangentes a la superficie 


cónica z=xf (4) en su punto M (xo, Yo, Zo), donde 2p>+0, pasan 
por el origen de coordenadas. 
1994*. Hallar las proyecciones del elipsoide 
24y4z—ay—1=0 
sobre los planos coordenados. 
1995. Demostrar, que la normal, en cualquier punto de la supor- 
ficie de revolución 2=f(Vi+y) (0) corta a su ejo de rotación. 








$ 12, Fórmula de Taylor para las funciones de varlas 
varlables 


Supongamos que la función f(x, y) tiene en un entorno del punto (a, b) 
derivadas parciales continuas hasta ol orden (1-+1) inclusive. Entonces, 
en este entorno so verifica la fórmula de Taylor: 
Él 
159) =1(0, d)4 ¿q la 0) (20)+f;, (2, 0) (Y —0))+ 
1 € y 
Hp Us (as 0) (2— 094247, (a, D) (24) (Y 9) HS y la, B) (y DPI + + 


NS 
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dondo 
1 Ó 9 qu 
2037 [0-9 +09 7] x 
Xfle+40(2—0), b+8(y—b]  (0<I<I). 


En otras notaciones: 
ph, y+k)=/1 (e, V+H UE (e 0) +Ef; (2, DIA (a nN+ 


+22, (os A la e A) e + 
1 0 Ó 
+ ( Hd 


n+1 
a) 1+0%y400, (0) 


o bien, 
Ate 0=d to D+F Bio +. 


coat 1) HO le y +0. 6) 


En el caso particular en que a=5=0, la fórmula (1) recibe el nombre 
de fórmula de Maclaurin. 

. ts Análogas son válidas para las funciones de tres y más va- 
riables, 

Ejemplo. Hallar el incremento que recibe la función f(x, y)= 
a id al pasar do los valores z=1, y==2, a los valores 2¿=1-+»h, 
Yy=24k. 

* Solución. El incremento que se busca puede encontrarse aplicando 
la fórmula (2). Calculamos previamente las derivadas parciales sucesivas 
y sus valores on el punto dado (1, 2): 


Kele, y) =32243y, £ (13 2)=3-143-2=0, 
[y (2, y) =—0y2 432, 1) (6 2)=—0:44+3-4=—21, 
fu. (a y) =62, Fi. (15 2)==6:1=6, 
Ey (E 3, Ey 15 9)=3, 
Lp (e y) =—124, 145 2)=—12-2=—24, 
Fis (E, y)=0, Hi (5 2)=8, 
Fai (2 y) =0, Fs, (5 2) =0, 
Fi (2, y)=0, Fi (5 9)=0, 
y (es Y) 12, Fig 5 2) = 12. 


“Todas las derivadas siguiontes serán idónticamente iguales a cero. 
Poniendo los resultados obtenidos en la fórmula (2), obtenemos: 


Afle y) =/ (14h, 24%) —$(1, 9 =h-I4 (204 
hp 10-62-82 (—24)] + y 8-6 4-3H8R-0 4348-0418 (—1D]= 
9h — 24% +32 3hk —42K% + 0 —2K9, 
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1996. Desarrollar f(x+%h,y-+%k) en potencias enteras y posi- 
tivas de h y k, si 
Hz, y) =ax* + 2bxy +ey?. 


1997. Desarrollar la función f(x, y) = —2?4-2xy + 3y?—6x— 
cal dE por la fórmula de Taylor en un entorno del punto 
(2; 1). 

1998. Hallar el incremento que recibe la función f(x, y) =x*y 
al pasar de los valores 2=: 1, y=1 a los valores 


au=t+h y=1+k. 
1999. Desarrollar la función 
f(,y 2 =2*+y4+242xy —yz—41— By—z+4 
por la fórmula de Taylor en el entorno del punto (1; 1; 4). 


2000. Desarrollar f(2+h,y+k,2+1). en potencias enteras 
y positivas de h, le y l, si 


Ho, y, 2) =2%*+y?* +22 —2xy —222—2yz. 


2001. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin, hasta los tér- 
minos de 3” orden inclusive, la función 


Í(z, y) =e*seny. 


2002. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin, hasta los térmi- 
nos de 4” orden inclusive, la función 


Í(x, y) =c0sx cos y. 


2003. Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; 4) hasta los términos de 2” orden inclusive, la función 


Ha, y=y. 


2004. Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; —1) hasta los términos de 3? orden inclusive, la función 


Fa, y)=e". 
2005. Deducir las fórmulas aproximadas, con exactitud hasta 


los términos de 2” orden, con relación a las magnitudes a y f, 
para las expresiones 


a) arg FER; y CERA, 


si [a] y |$] son pequeños en comparación con 1. 








Punciones de varias variables 


2006*. Aplicando la fórmula de Taylor, hasta los términos 
de 2” orden, calcular aproximadamente: 


2) Y 1.03; 10,98; b) (0,952, 


2007. Sea z una función implícita de z e y, determinada por 
la ecuación 2*—2224-y=0, que toma el valor z=1 cuando x=1 
e y=1. Escribir varios términos del desarrollo de la función z 
en potoncias crecientes de las diferencias z—1 e y—1. 


$ 13, Extremo de una función de varias varlables 


1%”. Definición de extremo do una función. So dice que 
una función f(x, y) tiene un márimo (o un mínimo) f (a, b) en el punto 
P (a, b), si para todos los puntos ?'(x; y) diferentes de 2, de un entorno 
suficientemente pequoño del punto P, se cumple la desigualdad f(a, 0) > 
>/(z, y) (o, respectivamente, f (a, b)< f(x, y). El máximo o minimo de una 
función recibe también el nombre de eztremo de la misma. Análogamente 
se determina el extremo de una función de tres o más variablos. 

2. Condiciones necesarias para la existencia de 
extremo. Los puntos, en que la función Siferenciablo $ (=, y) puode alcan- 
zar un extromo (€s decir, los llamados puntos estacionarios), se hallan resol- 
viendo ol sistema do ecuaciones 


flz, y)=0, Jy tz, y)=0 (1) 


(condiciones necesarias para la existencia de oxtremo). El sistema (1) os equi. 
valente a una ecuación df (x, y) =0. En el caso general, en el punto extremo 
P (a, b) do la función f(z, y), o no existo df (a, b) o bion df (a, 6) =0, 

3%, Condiciones suficientes para la existencia de 
extromo. Sea P (a, b) un punto estacionario de la función f (z, y), es decir, 
df(a, b)=0. En esto caso: a) si d% (a, b)<0, siendo da2-dy2>0, f (a, d) 
es un máximo de la función f(x, y); b) si d% (a, Ye 0, siendo d22+4 dy? >0, 
Í (a, b) es un mínimo de la función f(x, y); c) si df (a, b) cambia de signo, 
F(a, b) no os punto extremo de la función f (z, y). 

Las condiciones citadas equivalen a las siguientes: sea f(a, b)= 
=[; (a, 5)=0 y A=fgz(a, ), B=fi, (a, B), C=/, (2, 6). Pormamos el dis- 
criminante 





A=AC—B? 


En este caso: 1) si A>0, la función tiene un extremo ón el punto 
P (a, b) y éste es un máximo, si 4<0 (o C<0), y un mínimo, si 4>0 
(o C>0); 2) si A<O0, en el punto P(a, b) no existe extremo; 3) si A=0, 
la existencia de extremo de la función en el punto 2 (a, 6) queda indeter- 
minada (es necesario continuar la invostigación). 

4”. Caso de funciones de muchas variables. Para las fun- 
ciones de tres o más variables, las condiciones necesarias para la existencia 
de extremos son análogas a las condiciones del párrafo 1”, (1), y las con- 
diciones suficientes, análogas a las del párrafo 3%, a), b) y £). 


Ejomplo 1. Averiguar los extremos de la función 
2=204 32y2—152—12y. 
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Solución. Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema 
de ecuaciones (t): 


0 Oz 

Ls 304 3y2—15= Lis bry—12= 

77 = d+ 39150 77 = by —12=0 
«a bien, 


14 y95=0, 
a 





Resolviendo este sistema obtenemos cuatro puntos estacionarios: 
Pr Pe) Pal—t 2) Pal—2 —1). 
Hallamos las derivadas de 2? orden 


LN CN e 
A aj o ya 
y formamos el discriminante A=AC—2? para cada uno de los puntos esta- 
cionarios. 5 

dz 


0 
á =| => = =| — m 12, = 
4) Para el punto Py 4 (e, 6, B (e. 1, C 


a p dpi e 
( an le 6, A=4C-—B2=36—144<0. Es docir, en el punto P, no hay 
extremo. 
2) Para ol punto Pa: 4=12, B=6, C=12 A 
el mua Pa la función tiene un mínimo. Este 5 
do la función cuando :=2, y=14: 


Zo =8+0—30—12= —28. 


3) Para el punto Py: A=-—6, B=-—12, C=—6; A=36—144<0. 
No hay extremo. 

4) Para el punto Py: A=3—12, B=—6, C=--12 A=144—36>0, 
A<_0. En el punto 2, la función tiene un máximo. Este máximo es igual a 


Zmáx=—8—64+30412=28, 


5% Extremo condicionado. Se llama extremo condicionado 
do una función fa 2), en el caso más simple, al máximo o mínimo de esta 
función, alcauzado con la condición de quo sus argumentos estén ligados 
entre sí por la ecuación p(z, y)=0 (ecuación de enlace), Para hallar el ex- 
tremo condicionado de la función f (x, y), con la ecuación do onlace p (r, 2) =0, 
se forma la llamada función de Lagrange 


Prayn=H +1 pla 


donde A cs un multiplicador constante indeterminado, y se busca el extremo 
ordinario do esta función auxiliar. Las condiciones necesarias para que huya 
un extremo se reducen al sistema de tres ecuaciones 





44—36>0, 4>0. En 
imo es igual al valor 











0, 0 e) 
a % os 
pz, y)=0 


con tres incógnitas, z, y, A, de las que, en general, se pueden deducir éstas, 
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El problema de la existencia y el caráctor del extremo condicionado se 
resuelve sobre la base del estudio del signo quo tiene la segunda diferencial 
de la función de Lagrango 





a Ea Edd 
BF (A, Y) = tz da dy ay 


para el sistema de valores do z, y, A que investigamos, obtenido de (2), 
con la condición de que dz y dy estén relacionados entre sí por la ecuación 


Par Lay =o (d22+dy? + 0). 


Precisamente, la función f(x, y) tendrá un máximo condicionado. si d2F <0, 
y un mínimo condicionado, si d2%F>0, En particular, si el discriminante 
A pese la función F(z, y) en el punto estacionario es positivo, en esto punto 
habrá un máximo condicionado de la función f(x, y), si AO (o C<O), 
y un mínimo condicionado, si A>0 (o C>0). 

Análogamente se hallan los extremos condicionados de las funciones 
do tres y más variables cuando existen una o más ecuaciones de enlace 
(cuyo número dehe ser menor que el de variables). En este caso. hay que 
incluir en la función de Lagrango tantos multiplicadores indeterminados 
como ecuaciones do enlace haya. 

Ejemplo. 2. Hallar los extremos do la función 


3=6—¿41—3y, 
con la condición de que las variables x e y satisfagan a la ecuación 
Ay. 


Solución. Geométricamento, el problema se reduce a encontrar los 
valores máximo y mínimo de la cota z del plano 2=8—4z—3y para sus 
puntos de intersceción con el cilindro z%+-y2=1. 

Formamos la función de Lagrango 


Plz, y) =6—42—3y 41 (224+y2—4)., 


Tenemos, - = —4+2ix, 2 — 3-+22y. Las condiciones necesarias pro- 
porcionan ol sistema de ecuaciones 

( —442%-0, 

Y —342 

Usa4yi=1, 
rosolviendo ol cual, encontramos: 





Como 
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tenemos 

d2F=24 (d22 + dy?). 
ee A 4 3 e 
si => me yo, entonces, d2F >0, y, por consiguiente, on este 
punto la función tiene un mínimo condicionado. Si 4= — 5 6 
y=—3,, entonces, d2F<O0 y, por consiguiento, en esto punto la función 


5 
tione un máximo condicionado. 


De esta forma, de A 
imix=0 + +43 = 
16 9 


==. 


mín. 5 


6, Máximo Y, mínimo absolutos de la "función. Toda 
función, diferenciablo en una región acotada y cerrada, ¡alcanza su valor 





máximo (mínimo), o en un punto estacionario, o en un punto de la frontera 
de la región. 


Ejemplo 3. Determinar los valores máximo y mínimo de la función 

2=34 pay 24 y 
en la región 
=<0, y<o0, ay >—3. 

Solución. La región indicada es un triángulo (fig. 70). 

1) Hallamos los puntos estacionarios: 
(2 2o—y+1 
lay =?2y—=>+ 


de donde »=-— 4. y=-—1; obtenemos el punto M(— 

En el punto M el valor de la función es za 
investigar si hay extremo. 

2) Examinamos la función en la frontera de la región. 

Cuando z=0, tenemos que z=y2+y, y el problema se reduce a buscar 
el máximo y mínimo absolutos de esta función de un argumento en el 





o, 
=0; 









4): 
—1. No es necesario 
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segmento —3<yX<0. Al hacer esta investigación, hallamos que 
1 

máx. abs.) s=0=8 en el punto (0; —3) y (Emi. abs. Ja=o  — "77 enel pun- 

to (o: -+ % 


Cuando y=0, obtenemos que ¿=x*-+=. Análogamento hallamos, que 
(máx. ans. Jy=0=8 €n el punto (—3; 0) y (2mín, abs.) ymo = — 7 el punto 


+: 0). 
Cuando z+y=--3 0 bicn y=-—3—ux, tendremos que A Pa 
3 
Análogamente hallamos, que (Zpygp, abs.Je+y=—3  — 7 en ol punto ( $ 


Z ) 3 (Fmax.abs.Ja+y=-3=Ú8 Coincide com  (%máax.absJx=0 Y “om 
(=máx. abs.) ymo: En la recta 24+y=-—3 se podría hacor la investigación de 
la existencia de extremo condicionado sin recurrir a la función de un solo 
argumento, A 

3) Cormparándo todos los valores de la función z obtenidos, llegamos 
a Ja “conclusión do que “máx, aps. =6 en los puntos (0; —3) y (—3; 0) y 
Zmin. abs. == —1 €n el punto estacionario M. 


Invostigar si tienen extremos las siguientes funciones de dos 
variables: 


2008. =(2—1)4 2y?. 

2009. 2=(x—1)?—2y?, 

2010, 2=2* 4 2y+y?—2t—y. 

2011. =%y* (6—x—y) (1>0, y >0). 
2012. 2=21+y*—22* + 4xy —2y?. 


2013. ¿=xy ME 
y 


ai 











2014. z=1-—(2%+y?)%, 
2015. ¿=(2% 4 y?) e- 0042), 


O 
A 


2016.1. ++ y (>0, y>0). 

2016.2. 2=e"" (22 —2y?). 

Hallar los extremos de las funciones de tres variables: 
2017. u=2 4 y? 22—2y + 2— 22. 


2018. u=x 4/00, y>0, 2>0). 
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Hallar los extremos de las funciones z, dadas de forma im- 
plícita: 

2019. 24 y 42223 +4y —62—11=0. 

2020. 22 —y—3244y+2%42—8=0. 

Determinar los extremos condicionados de las funciones: 

2021. ¿=xy, si z+y=1. 

2022. 2=x+42y, si 224 y?=5. 

2023. 2 =2?*+y?, si F+t+-> 





2024. z=c0s* x + cos? y, si yi=A. 
2025. u=x—2y+2z, si 224-y424=9. 
o E 2 2 a 
2026. u=2324+y*+2*, si FEF + EG =1(0>b>0>0). 
2027. u=xy*%2B, si 4 y+2=122>0, y>0, 2>0). 
2028. u= xyz con las condiciones: 2+y+2=5, 
ay + y2+ 22=8. 
2029. Demostrar la desigualdad 
42 > Ya, 

si x>0, y>0, 2>0. 

Indicación. Buscar ol máximo de la función u=xyz con la condi- 
ción do que 2+y-+z=8, 

2030. Doterminar el máximo absoluto de la función 

z=1l+2x+2y 

en las regiones: a) 7>0,y>0,1+y<1;b) 2>0, y<0, z—y<1. 

2031. Determinar el máximo y mínimo absolutos de las fun- 
ciones: a) 3=x2*y y b) z=x2*—y? en la región *4+y<1. 

2032. Determinar el máximo y mínimo absoluto de la función 
z=senx | sen y +-sen (+ y) en la región 0<i< $, O<y<F. 

2033. Determinar el máximo y mínimo absoluto de la función 
z=2+y*—3xy en la región 0<7<2, —1<y<2. 


$ 14. Problemas de determinación de los máximos y mínimos 
absolutos de las funciones 


Ejemplo 1. Hay que dividir un número ontero a en tres sumandos 
no negativos de manera que el producto de éstos sea máximo. 

Solución. Sean los sumandos quo se buscan z, y, a—x=—y. Busca- 
mos el máximo absoluto de la función f (z, y) =xy (a—2—y). 


161016 
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2036. Entre todos los triángulos de perímetro igual a 2p, ha- 
llar el que tiene mayor área. 

2037. Hallar el paralelepípedo rectangular de área S dada, que 
tenga el mayor volumen posible. 

2038. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, cuya suma sca la menor posible. 

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (z, y) tal, 
que Ja suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas, z=0, y=0, z—y+41=0, sea la menor posible. 

2040. Hallar el triángulo de perímetro 2p dado, que al girar 
alrededor de uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un plano se dan lres puntos maloriales P,(z,, y;), 
Po(tz, Ya) y Psíts, ys), cuyas masas respectivas son M;, Ma Y Mg. 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P(x, y) para que el momento 
cuadrático (momento de inercia) de esto sistema de puntos, con rela- 
ción a dicho punto P (os decir, la suma m,P,P? +-m¿P¿P*4-maPyP*) 
sea el menor posible? ú 

2042. Hacer pasar un plano por el punto M (a, b, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepípedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044. Calcular las dimensiones exteriores que deberá toner un 
cajón rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare- 
des ó y la capacidad (interior) Y, para que al hacorlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

5. ¿En qué punto de la elipse 


e y 
+=! 
la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 


de menor área? 
2046*. Hallar los ejes de la olipse 
5x2 4 82y + 5y* =9. 

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048. Los cursos de dos ríos (dentro de los límites de una 
región determinada) representan aproximadamente una parábola, 
y=x3%, y una recta, z—y—2=0, Hay que unir estos ríos por 
medio de un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible, 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 

2049. Hallar la distancia más corta del punto M(1, 2, 3) a la 
recta 





16% 
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Por el sentido que tiene ol probloma, la función f(x, y) se examina 
dentro del triángulo cerrado 2>0, y >0, 2+y <a (fig. 71). 
Rosolviendo ol sistema 
La y) =y(a—22—y)=0, 
| E (6 y) =7 (1—2—2y)=0, 
obtenemos para el interior del triángulo un solo punto estacionario 
(7 $) Para él comprobamos si se cumplen Jas condiciones necesarias. 
Tenemos 
Fica (0 Y) 7 — 205 Fi (nr y) = 0222, fi (2, 1)=—2z. 





Por consiguiento, A=/w (> $) = Fe 
fa ay 4 
al 7) 50 
E, A 
cat l(+- +)=- AS 
A=AC—B2>0, AO. 
Es decir, la función tiono máximo en el punto ($: +) S 
dE 
(0;a) 
sd (aj0y * 
Fig 7 


Como en el contorno del páneulo la función f(x, y)=0, este máximo 
será el máximo absoluto de dicha función, es decir, el producto será máximo 


a a á a 
—a—y=- y el valor máximo del mismo sorá igual 





cuando r=y 


as 
ae 
Observación. Este problema podría haberse resuelto también por el 
método del extremo condicionado, buscando el máximo de la [unción u==yz 


con la condición de que +y+2=a. 

2034. Entre todos los paralelepípedos rectangulares de volumen 
V dado, hallar aquél euya superficie tota] sea menor. 

2035, ¿Qué dimonsionos deberá tener un baño abierto, de volu-= 
men Y dado, para que su superficie sea la menor posible? 
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2036. Entre todos Jos triángulos de perímetro igual a 2p, ha- 
llar el que tiene mayor área. 

2037. Hallar el paralelepípedo rectangular de área S dada, que 
tenga el mayor volumen posible. 

2038. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, cuya suma sea la menor posible. 

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (z, y) Lal, 
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas, 2=0, y=0, z—y+1=0, sea la menor posible. 

2040. Hallar el triángulo de perímetro 2p dado, que al girar 
alrededor de uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un plano se dan tres puntos materiales P, (%,, y1), 
Pr (uz, Ya) y P3lta, ys), cuyas masas respectivas son M,, Mz Y Mg. 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P (x, y) para que el momento 
cuadrálico (momento de inercia) de este sistema de puntos, con rela- 
ción a dicho punto P (es decir, la suma m,P,P* + moPoP? 4 maPyP*) 
sea ol menor posible? 

2042. Hacer pasar un plano por el punto M (a, b, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepípedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044. Calcular las dimensiones exteriores que doberá tener un 
cajón rectangular abierto, del que se dan ol espesor de las pare- 
dos Ó y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

2045. ¿En qué punto de la elipse 

n 2 
al 
la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 
de menor área? Ñ 
2046*. Hallar los ejes de la elipse 
5x* + 8zy + 5y?=9. 4 

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048. Los cursos de dos ríos (dentro de los límites de una 
región determinada) representan aproximadamente una parábola, 
y=x*, y una recta, z—y-—2=0. Hay que unir ostos rios por 
medio de un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible. 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 

2049. Hallar la distancia más corta del punto M(1, 2,3) a la 
recta A 


z 
q 





16% 
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2050*. Los puntos A y B están situados en diferentes medios 
ópticos, separados el uno del otro por una línea recta (fig. 72). 
La velocidad de propagación de la luz en el primer medio es 
igual a v,, en el segundo, a va. Aplicando el «principio de Fermat», 
según el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la línca 
AMB, para cuyo recorrido necesita el mínimo de tiempo, deducir 
la ley de la refracción del rayo de luz. 





B 

A 1 
e i 
al 15 

Í 

A, pe B, 

1 

Fig 7 Fig. 73 


2051. Aplicando el «principio de Fermat», deducir la ley de la 
reflexión del rayo de luz de un plano.en un medio homogéneo (fig. 73). 

2052*. Si por un circuito eléctrico de resistencia [R pasa una 
corriente I, la cantidad de calor que se desprende en una unidad 
de tiempo es proporcional a /%R. Determinar, ¿cómo habrá 
que distribuir la corriente Y en f;, lz e I;z valiéndose de tres 
conductores de resistencias *,, iz, y [tz, respectivamente, para 
conseguir que el desprendimiento de calor sea mínimo? 


$ 15, Puntos singulares de las curvas planas 
4% Definición de punto siugular. Un punto M (zp, yo) de 
una curva plana f(x, y)=0 se llama punto singular, si sus ordena satis- 
facen simultáneamente a las tres ecuaciones: 
Hzo: vo)=0, flo Y) =0, fulzo, vo) =0. 


2. Tipos principales de pos singulares. Suponga- 
mos que en el punto singular M (xp, Yo) las derivadas de 2? orden 


A= fx (Zo, Yo), 
B=fey (20, Yo)» 
C= few (os Yo) 


mo son todas iguales a cero y que 
A=AC—B2, 
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en este caso tendremos: 
a) si A>0, M será un punto aislado (lig. 74); 
b) si A<0, M será un punto crunodal (punto doble) (fig. 75): 


DR 


Fig.74 Fig. 75 
e) si A=0, M puedo ser un junto de retroceso de 1% especie (fig. 76) o de 


2a especie (fig. 77), o un punto aislado, O punto doble com tangentes coinci- 
dentes o tacnodo (fig 78). js ii 


M 
Pig.76 Fig.77 Fig. 78 





Al resolver los problemas de este apartado, se considera obligatoria la 
construcción do las curvas. 

Ejemplo 4. Demostrar, que la curva y2=a«z*+4x* tiene: un punto 
erunodal, sí a >0; un punto aislado, si «<0 y un punto de retroceso de 
13 especio, si a=0. 

Solución. En este caso [ (z, y)==2*42%—y?. Hallamos las derivadas 
parciales y las igualamos a cero 

fea, y) = 2024-32 =0, 
fu(z, y)= —2y=0. 


Esto sistema tiene dos soluciones: 0(0; 0) y WN (a 0). pero las coor- 


denadas del punto N no satisfacen a la ecuación de la curva dada. Es decir, 
hay un solo punto singular 0 (0; 0). 
Hallamos las segundas derivadas y sus valores en el punto O; 


fax(e, y)=2a+6z, A=2, 
fav (2, y)=0, B= 


ful ny=-2%  €= 
A=A4AC—Bl= —a. 
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Por consiguiente, 
Si a>0, A<O0 y el punto O será un punto crunodal (fig. 79); 

2<0, AS0 y el punto O será un punto aislado (fig. 80); 

S =0, A=0. La ecuación de la curva en este caso será y2==x3 o bion 
y==+ VY23, dondo z>0; la curva es simétrica con respecto al eje OX, que 









Fig.79 Fig. 80 Fig. 81 


es tangente a la misma. Por consiguiente, el punto M será un punto de 
retroceso de 12 especie (fig. 81). 


Determinar el carácter de los puntos singulares de las curvas 
siguientes: 


2053. y = —a2 +42, 

2054. (y —22)=23. 

2055. ay =axt—a, 

2056. *y?— a —y.=0. 

2057. 2%4y9—3axy =0 (folium de Descartes). 
2058. y*(a—x)=x* (cisoide). 

2059. (14 y? =0* (1—y?) (lemniscata). 
2060. (a+ x)y?=(a—x) 2? (estrofoide). 


2061. (124 y?) (1—a)2=b%x* (a >0, b>0) (concoide). Examinar 
tres casos: 

1) a>b, 2) a=b, 3) a<b. 

2062. Determinar cómo varía cl carácter del punto singular 
de la curva y?=(2—a)(z—b) (1—c) en dependencia de los valores 
de a, b y c(a<b<c son reales). 
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$ 16, Envolvente 


1% Definición de la envolvente. £nvolvente de una familia 
de curvas planas se lama a la curva (o al conjunto de curvas) tangente 
a todas las líncas de dicha familia, adomás cada uno de sus puntos tiene 
contacto con alguna de la líneas de la familia que se examina, 

2. Ecuación de la envolvente. Si una familia do curvas 
dependiente de un parámetro variable « 


He, y, a)=0 


tiene envolvente, las ecuaciones paramétricas de ésta se determinan por 
medio del sistema de ecuaciones 


Í(z, y, 0a)=0, 
fo(z, y, a)=0. (1 
Eliminando el parámetro a del sistema (1), obtendremos una ecuación de 
la forma 
D (x, y)=0. (2) 


Debe advertirse, que la curva (2), obtonida formalmente, llamada curva 
discriminante, además de la envolvonto, si ósta existe, puede contener lugares 
quométicos de puntos singulares de la familia dada, que no forman parte 

lo la envolvonto de la misma. 
pe Al resolver los problemas de esto parágralo, se recomienda hacor los 
ibujos. 

Ejemplo t. Hallar la onvolvente de la familia de rectas 

zcosa+ysena—p=0 (p=const., p >0). 


Solución. Esta familia de rectas dependo del parámetro a. Forma- 
mos ol sistema de ecuaciones (1) 


z cos a+ ysina—p=0, 
—a sen a+ y cos a=0. 


Resolviendo este sistema con respecto a x e y, obtenemos las ecuaciones 
paramótricas de la envolvente 


I=pC08A, Y=PpSONA. 
Elevando ambas ecuaciones al cuadrado y sumándolas, eliminamos el pará- 
metro a; 
24y=p 


Es decir, la onvolvente de esta familia de rectas es una circunferencia 
de radio p con el centro en el origen de coordenadas. La farilia de rectas 
dada es, a su vez, la familia de tangentes de esta circunferencia (fig. 82). 


2063. Hallar la envolvente de la familia de circunforencias 
E. 


2064. Hallar la envolvente de la familia de rectas 


y=ke+E 


(k es un parámetro, p=consl). 
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2065, Hallar la envolvente de la familia de circunferencias de 
radios iguales a RR, cuyos centros se encuentran en el eje OX. 
2066. Hallar la curva que envuelve a un segmento de longi- 
tud l, cuando sus extremos resbalan por los ejes de coordenadas. 


Y 


0 X 





Fig. 82 Fig. 83 


2067. Hallar la envolvente de la familia de rectas que forman 
con los ejes de coordenadas triángulos de área constante S. 

2068. Hallar la envolvente de las elipses de área constante S, 
cuyos ejes de simotría coinciden. 

2069. Averiguar el carácter de las curvas discriminantes do las 
familias de curvas siguientes (C es el parámetro): 


a) y=(—C)? (parábolas cúbicas); 

b) y?=(=-—C)* (parábolas semicúbicas); 
e) y? =(2—C)? (parábolas de Neil); 

d) (a+2) (y —C)?=x? (a—a) (estrofoidos). 


2070. La ecuación de la trayectoria que sigue un proyectil 
lanzado desde el punto O, con la velocidad inicial »y y formando 
un ángulo «a, con el horizonte (prescindiendo de la resistencia del 
aire), es 
ga 
MER (Lo cora * 

Tomando el angulo a como parámetro, hallar la envolvente de 
todas las trayectorias del proyectil situadas en un mismo plano 
vertical («parábola de seguridad») (fig. 83). 
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$ 17. Longitud de un arco de curva en el espacio 
La diferencial del arco de una curva en el espacio en coordenadas carte- 


sianas rectangulares es 
ds= Vi Fada, 
donde zx, y, z, son las coordenadas variables del punto de la curva. 
si 
z=x(t), y=y(l), :=:(t) 


son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en el intervalo comprendido ontro t=t, y t=1!, será 


AVEADA 


Hallar la Jongitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071— 2076: 


2071. 2=t, y=t%, z= E desde ¿=0 hasta t=2. 














2072. z=2c081, y==28en!, 2= z t desde t=0 hasta ¿=x. 

2073. r=e'cost, y==e'sent, z=e' desde ¿=0 hasta un valor 
arbitrario de £. 

2074. =t, 2 desde z=0 hasta z=6. 

2075, 22=3y, 2xy =9z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto 
M(3;3;2). ' 

2076. y=«aaresenH, 2=-<ln FA desde el punto O(0; 0; 0) 
hasta el punto M(2p, Yo, o). 

2077. La posición de un punto en cualquier instante £(t>0) 
se determina por las- ecuaciones 

¿=2f, y=10t, 2=1%. 





Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 
t=1 y t=10, 


$ 18. Función vectorial de un argumento escalar 


14. Derivada de una función vectorial do un argu- 
mento escalar. La función vectorial 4=a (t) puede determinarse dando 
las tres funciones escalares 2 (1), ay(t) y 2,() de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas: 


a=4z (1) i4+ay (1) +2, (0) k. 
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$ 17, Longitud de un arco de curva en el espacio 


La diferencial del areo de una curva en el ospacio en coordenadas carte- 
sianas rectangulares cs 


d=Vi2Fdn+da, 
dondo z, y, z, son las coordenadas variables del punto do la curva. 
si 
z=x(t), y=y() 2=2() 


son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud det 
arco en ol intervalo comprendido entre ¿=t, y ¿=l, será 


A 
AVID 
J 
Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en 


los problemas 2071 — 2076: 
2071. a=t, y=8, 2=22 desde 2=0 hasta ¿=2. 


2072. 2=2c051, y=2sent, 2=21 desde ¿=0 hasta ¿=5. 


2073. a=e'cost, y=e sont, z=e' desdo ¿=0 hasta un valor 
arbitrario de £. 


2074. y=32, ¿=-2 desde 2=0 hasta 2=6. 


2075. 22=3y, 2xy=92z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto 
M (3; 3; 2). 

2076. y=aaresenh, :=¿m desdo el punto 0O(0; 0; 0) 
hasta el punto M (Zo, Yo» 20)- 

2077. La posición de un punto en cualquier instante t (t > 0) 
se determina por las ecuaciones 

z=2, y=lt, z=tt 

Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 

t=l y t=10, 


$ 18. Funclón vectorial de un argumento escalar 


1%. Derivada de una función vectorial do un argu- 
monto escalar. La función vectorial a =a4 (1) puede determinarso dando 
las tres funciones escalares az(t), 2y(1) y az(1) de sus proyecciones sobre 
los ejes do coordenadas: 


a=4 (1) 440, (1) Í+a, (1) ko 
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La derivada de la función vectorial «=a (t) con respecto al argumento 
escalar £ os una nueva función vectorial determinada por la igualda: 


de _ q; OE At)—a(t)_ dez(t) day (t) da¿(0) 
E At cia ++ a e 


El módulo de la derivada do la función vectorial es igual a 
da. Eva dazy?, (P0yy?, pdazy? 
IV (A + 


El extremo del radio vector variable r=> (1) describe en el espacio una 
curva 





r=x(Di+y(0I+2(0k, 

que recibe el nombre de hodógrajo dol vector ». 

La derivada L ropresonta de por sí un vector, tangonto al hodógralo 
en el punto correspondiente, 
e 
dt di” 
o es la longitud del arco del hodógrafo, tomada desde cierto punto 
inicial. 

4 di 

En particular, | $2 | 





Si ol parámetro t es ol tiempo, 4%. =p os el vector de la velocidad del 


dt 
extremo del vector +”, Pr PY 9 es ol vector de la aceleración de dicho 


de “de 
extremo, 


2, Reglas principales para la derivación de fun- 
ciones voctoriales de un argumento escalar. 


d da db de. 
ATA Ec TO TO 7 


2) Fan e, donde m es un escalar constante; 


») LD a+9l7, dondo 9 (+) es ua función escalar de £: 
d da db 
Y GN d da es 


db 

5) 7 (0x0) Toa: 

d da dp. 
6) rd rd de 

da A ue 
7 a si|a | =const. 
Ejemplo 4. El radio vector de un punto móvil, en cualquior ins- 

tante do ticmpo, se da por la ocuación 
r=i—4j +30. (1) 
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Determinar la trayectoria, la volocidad y la aceleración del movimiento. 
Solución. De la ecuación (1), tenemos: 


z=1, y=-—48, 238, 


Eliminando el tiempo €, tenemos, que la trayectoria del movimiento es 
una línea recta 





Derivando la expresión (1), hallamos la velocidad del movimiento 


dr A 
TF —8td +6t 


y la aceleración dol mismo 
dis 
az 
La magnitud de la velocidad es igual a 


se VEF FW =10/41. 
Notemos, que la aceleración es constante y tiene la siguiente magnitud 


SV EF. 


del 
2078. Demostrar, que la ecuación vectorial 





—84 46h. 











rr =(1¿—14,)t, 


donde », y 72 son los radios voctores de dos puntos dados, es la 
ecuación de una recta, 

2079. Determinar, qué líneas son los hodógraios de las siguien- 
tes funciones vectoriales: 


a) r=at+ e; e) r=a cost + b sen t; 
hb) r=at?-+0t; d) r=acht+bsh£, 


donde, a, b y e son vectores constantes, al mismo tiempo que los 
vectores a y bh son perpendiculares entre sí. 

2080. Hallar la derivada de la función vectorial «a (t)= 
=a4 (1) a” (t), dondo a(£) es una función escalar, mientras que 
a” (t) es un vector unidad, en los casos en que el vector «(t) 
varía: 1) solamente en longitud, 2) solamente en direceión, 3) en 
longitud y en dirección (caso general). Esclarecer el sentido geo- 
métrico de los resultados obtenidos. 

2081. Aplicando las reglas para la derivación de funciones 
vectoriales de un argumento escalar, deducir la fórmula para la 
derivación del producto mixto de tres funciones vectoriales, 
a bye. 
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2082. Hallar la derivada, con respecto al parámetro £, del 
volumen del paralelepípedo construido sobre los tres vectores: 
a=i+1tj4+8k; 
db=211—j+1k; 
c=—Pi4 Pg 4k. 
2083. La ecuación de un movimiento es 
r=3¿cost+4j sent, 
donde £ es el tiempo. Determinar la trayectoria de este movimien- 
to, la velocidad y aceleración del mismo. Construir la trayec- 
toria del movimiento y los vectores de la velocidad y de la acelera- 
ción para los instantes ¿=0, t=j y t=3 pr 
2084. La ecuación de un movimiento es 
+ =2i00s t—2f4 sen t + 3kt. 
Determinar la trayectoria, velocidad y aceleración de 'este movi- 


miento, ¿A qué son iguales la magnitud de la velocidad y de la 
aceleración y cuáles son sus direcciones en los instantes t=0 
y tm p? 

2085. La ecuación de un movimiento es 
r=:6¿c05 a,c0s mt + $ sen a cos wt -+- Je sen ot, 


donde a y w son constantes y £ es el tiempo. Determinar la trayec- 
toria, la magnitud y la dirección de la velocidad y la acelera- 
ción del movimiento. 
2086. La ecuación del movimiento de un proyectil (prescin- 
diendo de la resistencia del aire) es 
$= ga 
v=V bt » 
donde vo (Vox, Voy» Voz) es la velocidad inicial. Hallar la velocidad 
y la aceleración en cualquier instante. 
2087. Demostrar, que si un punto se mueve por la parábola 


y=É, z=0 de tal forma, que la proyección de la velocidad 


sobre el eje OX se mantiene consante (E =const.) , la acelera- 


ción también se mantendrá constante. 
2088. Un punto situado en la rosca de un tornillo, que se 
enrosca en una viga, describe una hélice circular 


z=acos0, y=asen0, z=h0, 
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donde 0, es el ángulo de giro del tornillo, a, el radio del tornillo 
y k la elevación correspondiente al giro de un radiante. Determi- 
nar la velocidad del movimiento del punto. 

2089. Hallar la velocidad de un punto de la circunferencia de 
una rueda, de radio a, que gira con una velocidad angular cons- 
tante «w, de tal forma, que su centro, al ocurrir esto, se desplaza 
en línea recta con una velocidad constante ty. 


$ 19, Trledro intrínseco de una curva en el espacio 


En todo punto M(z, y, z), que no sea singular, de una curva en el 
espacio »=+ (t), se puede construir un triedro intrinseco formado por tres 
planos perpendiculares entre sí (fig. 84): 


1) el plano osculador, MM¡Mz, en el que están situados los vectores 


de dy 
aa 


qe 
de 
rectificante, MM,M, perpendicular a los dos planos primeros. 


2) el plano normal, MM¿M3, perpendicular al vector y 3) el plano 





Plano 
osculador 


dr 
de 
Ma 
Fig. 84 


Las intersecciones de estos tres planos forman tres rectas: 
4) la tangente MMy; 2) la normal principal MMa y 3) la binormal MM 
que se determinan respectivamente con los voctoros: 


Ed) r-Í (vector de la tangente); 
dr de , 
2) Bd Xx G Pector de la binormal) y 


3) N=BXIT (vector de la normal principal). 
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Los correspondientes vectores unitarios 
E E y 
EJ Lap” 11 








se pueden calcular por las fórmulas 





Si X, Y, Z, son las coordenadas variables dlel punto de la tangonte, 
las ecuaciones de dicha tangonte en el punto Mz, y, :) tendrán la forma 


x- 
Tx 








donde tE ñ 1 =%, a partiendo de la condición de porpen- 


dicularidad de la recta y ul plano, obtenemos la ecuación del plano normal 
Ta (X—2) 47, (Y —y) 47, (22) =0. 10) 


justituyendo en las ecuaciones (1) y (2) Tx, 7y y 2 Por Bu, By B¿ 
Ny Vz, obtenemos las ecuaciones du las rectas binormal y normal 
pal y, respectivamente, de los planos osculador y rectificante. 
Ejemplo 1. Hallar los vectores unitarivs principales 7, » y f£ de la 
curva 








Prin 


r=t, y=8%, :=0 
en el punto ¿=1. 
Escribir las couaciones de la tangente, normal principal y bínormal 
en oste punto. 
Solución. Tenemos; 


r=ti40J +45 


de a 
qt UI+38k, 


e 
n= 2) 26th. 


De donde, para t=1, obtenemos: 
DE 142943 





NS 
port, 2 3|—0i—64-124; 
di 3 di lo > 
loz6 
ii JE 
N=BXT=|6 —6 2 |=—22—103 + 18H, 
1 023 
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Por consiguiente, 





44-24 4-3k 3433 4d — 11184 4-91 
tr == p= == 1 v= - > 
vi Vi Y Eñ 
Como para 2=14, tenemos z=1, y=1, ¿=1, entonces 
.— y—i 
GF-=E=- 





es la ocuación de la tangente, 
24 y—t_14 










3 1 
es la ecuación de lr binormal y 
a—1 
—1t 


es la de la normal principal. 
Si la curva en el espacio se du como la intersección de dos superficies 


Fíz, 1, 2)=0, Glz, y, 2)=0, 


dr dy 
en lugar de los vectores a Ya? pueden tomar los vectores dr(dz, 


dy, de) y dir(dzx, diy, diz), pudiéndose considerar una de las variables 
x, y, z como independiente y suponer que su segunda diferencial es igual 
BA Cero, 

Ejemplo 2. Escribir la ecnación del plano osculador de la circun= 
forencía 


2 yt4i=0, r+y42=0 (3) 


en el punto M(1; 4; —2). 
Solución. Diferenciando el sistema (3), como sijx fuera variable 
independiente, tendromos: 


zdr+ydy+2d:=0, 
dr+dy+di=0 


and 4y yy dr+ e d=0, 
dy +20. 
—2, obtenemos: 
dy= —dx; d:=0,; 


Poniendo -=1, y=1, 





> 2 2 
Py=-G 12, Pi dr. 
Por consiguiente, el plano osenlador se determina por los vectores 
2 2 
fáz, —dz, 0) y (o, Gee Gem) 


o bien, 
41, 1,03 y (0 —1,4). 
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De dondo, el vector normal al plano osculador es 


E TIE 
B=|1 -1 0 |=—i-ik 
0-14 








y, por consiguiente, su ecuación sorá 
1 (-10—(Y—1)—(24+2)=0, 
es decir, 
24y4:=0, 
como debía ocurrir, ya que nuestra curva se encuentra en este plano, 


2090. Haliar los vectores unitarios principales Y, v, $ de la 
curva 





z 
en el punto t= á 

2091. Hallar los vectores unitarios de la tangente y normal 
principal de la espiral cónica 


r=e! (¿cost+ j sen t-+ k) 


A—cost, y=sent, z=1 


en un punto arbitrario. Determinar los ángulos que forman estas 
rectas con el eje OZ. 

2092. Hallar los vectores unitarios principales Y, v, fB de la 
curva 


y=xw, 2-2 
en el punto 2=2. 
2093. Dada la hélice circular 
r=acost, y=asent, z=bt 
escribir las ecuaciones de las rectas que forman las aristas del 
tetraedro intrínseco en un punto arbitrario de dicha línea. Doter- 
minar los cosenos directores de la tangente y de la normal prin- 
cipal. 
2094. Escribir las ecuaciones de los planos que forman el 
Letraedro intrínseco de la curva 
Ay r=6. 2—yyz2má 


en el punto M (1; 1; 2). 
2095. Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano normal 
y del plano osculador de la curva 


z=1t, y=t*, z=82 en el punto M(2; 4; 8). 
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2096. Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal prin- 
cipal y de la binormal en un punto arbitrario de la curva 
1 5d 12 
Ts Ys =p. 
Hallar los puntos en que la tangente a esta curva es paralela al 
plano z+3y+22—10=0, 
2097. Hallar las ecuaciones de la tangonte, del plano oscula- 
dor, de la normal principal y de la binormal de la curva 


t=t, y=—t, :=5 





en el punto t==2. Calcular los cosenos directores de la binormal 
en este punto. 

2098. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor- 
mal a las curvas siguientes: 


a) z=Rcos*!, y= Rsentcost, z=Rgent cuando t=th; 
b) z=3*+y?, z=y en el punto (1; 1; 2); 
c) 24 y42=25, 2+2=5 en el punto (2; 2/3; 3). 


2099. Hallar la ecuación del plano normal a la curva 2 =2*— 
—y?, y=x en el origen de coordenadas. 
2100, Hallar Ja ecuación del plano osculador a la curva z=e!, 
=0*, z=1Y2 en el punto ¿=0. 
2101. Hallar las ecuaciones de los planos osculadores a las 
Curvas: 


a) 1+y422=9, a1—y=3 en el punto (2; 1; 2); 
b) 2?=4y, 2 =24z en el punto (6; 9; 9); 
0) 2242=a?, yp+2=!b en cualquier punto de Ja curva 
(Lo, Yo» 2o)- 
2102. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la curva 
yY=xzx, 22=2 en el punto (4; 1; 1). 


2103. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la hélice cónica z=1c08f, y=1isent, 
z=bt en el origen de coordenadas. Hallar los vectores unitarios 
de la tangente, de la normal principal y de la binormal en el 
origen de coordenadas. 


174016 
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$ 20, Curvaturas de flexión y de torslón de una curva en el espacio 


4, Curvatura de flexión. Se entiende por curvatura de ¡lezión 
de una curva on un punto M, el número 


donde q es el ángulo do giro de la tangente (ángulo de contingencia) en el 


segmento do curva MV, y As, la longitud del arco de osto segmento de curva. 
Rise llama radio de curvatura de Jeciós: Si la curva se da por la ecuación 
r=>(s), donde s es la longitud del arco, tendremos 











E 
40=l ds 
Para el caso on que la curva se dé en forma paramétrica general, tenemos: 
dr din 
O rota 
R ara? 
[| 


2. Curvátura do torsión. Se entiende por curvatura de torsión 
de una curva en el punto M, el número 


donde 0 es el ángulo do giro de la binormal en el segmento de curva ÚN. 
La mangnitud p so llama radio de curvatura de torsión, Si r=w(s), so tiene 


dr dr dp 














17146 _ 4 4% Cas 
a [mel dr ) y 
de 
donde el signo monos se toma cuando los vectores LE. y y tioncn la misma 


dirección, y el signo más, en el caso contrario. 
Si r="(t), donde t es un parámetro arbitrario, se tendrá 


2er ee 
de de di 
p dl dr dr y É 15) 





ae 


Ejemplo 1. Hallar las curvaturas de flexión y de torsión de la 
hélice circular 


r=tacost+H asen tk de (a >0). 
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Solución. Tenemos: 
dr 


ar + asent4J acost-+ kb, 


F=—tacost—4 asen t, 





di , 
qA=—tosent—=J a cost. 
De donde 
4 i J ke 
dr dir a 60 
a =| —e sent acost b|[=iabsent—Jabcost-+atk 
—acost —asent 0 
y 


—a sent acost bh 
—acost —asont 0 |=ab. 
asent —acost 0 


Ar de dp 
di dr dE 





Por consiguiente, basándonos en las fórmulas (t) y (2), obtenemos: 


1_avaih a 
La VERO 


(arq va 


1 Sl ath as b 
PAE A 
es decir, para la hólice circular, las curvaturas do flexión y de torsión son 


eonstantes, 
3”. Fórmulas de Frenet 


CEA 
ds RH * ds CAS ARTE 

2104. Demostrar, que si la curvatura de flexión es igual a cero 
en todos los puntos de una línea, ésta es una recta. 

2105. Demostrar, que si la curvatura de torsión es igual a cero 
en todos los puntos de una curva, ésta es una curva plana. 

2106. Demostrar, que la curva 


2=1431420, y=2—2+4+58, 
z=1-( 
es plana; hallar el plano cn que se encuentra. 
2107. Calcular la curvatura de las líneas: 
a) 2=cost, y=sent, z=cht cuando ¿=0; 
b) 4—y44+2=4, y —2242=0 en el punto (1544): 
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2108. Calcular las curvaturas de flexión y de torsión delas 
siguientes curvas en cualquier punto: 


a) t=e!cost, y=e'sent, 2=e'; 
b) z=acht, y=asht, z=at (hélice hiperbólica). 


2109. Hallar los radios de curvatura de flexión y de torsión 
de las siguientes líneas en 'un punto arbitrario (x, y, 2): 
a) 2=2ay, 2% =6a*z; , 
b) 2? =3p*y, 212 =p?. 
2110. Demostrar, que las componentes tangencial y normal del 
vector de aceleración 20 se a por las fórmulas 
ya 


1er, wW=- o, 


donde v es la velocidad, RR el radio de curvatura de flexión de la 
trayectoria, t y v los vectores unitarios de la tangente y de la 
normal principal a la curva. 

2111, Por la hélice circular r =4a tos t-+ Ja sent + bil se mueve 
uniformemente un punto con velocidad v. Calcular su acelera- 
ción w, 

2112, La ecuación de un movimiento es 


r=ti+0j40hk., 
Determinar en los instantes ¿=0 y t=4: 41) la curvatura de 


floxión de la trayectoria y 2) las componentes tangencial y normal 
del'vector de aceleración del movimiento. 


Capítulo VII 
INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


$ 1, Integral doble en coordenadas rectangulares 


1%, Cálculo inmediato de integrales dobles. Se llama 

integral doble de una función continua f(z, y) sobro un recinto cerrado 

acotado S del plano XOY, al límite de la suma integral doble correspon- 
iente 


IIS Dázd=, Mim, Y YI Cn 085 m 
(8) máxayyr0 + > 


donde Azx¡=2%:41— 21, AY, =Yp+s — Y, Y la suma se extionde a aquellos valo» 
res de ¿ y k, para los que los puntos (5; ya) pertenecen al recinto S. 





Fig. 85 Fig. 86 


2 Colocación de los límites deintegración en la inte- 
cn doble. Se distinguen dos formas principales de recintos de inte- 
ración: 
5 1) El recinto de integración S (fig. 85), está limitado a izquierda y 
derecha por las rectas 2=2, y ==2z (22 >21), mientras que por abajo y por 
arriba lo está por las curvas continuas y=, (2)(4B) e y=qu(x) (CD) 
[0 (2)>qu(2)) cada una de las cuales se corta con la vertical z=X 
(<< za) en un solo punto (véase la fig. 85). En ol recinto S, la 
variable x varía desde x, basta zz y la variable y, cuando z permanece 
constante, varía entre yy=qy(x e ya=0Q2 (2). El ¿alculo do la integral (1) 
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puedo realizarse reduciéndola a una integral reiterada de la forma 


x, Py 
A Ñ Fe, paca k dz i 1 Ye, 
(s) q e 


Pa 
donde, al calcular y ÍHíz, y) dy, se considera z como cantidad constante. 


NO) 
_2) El recinto de integración 5 (fig. 86), está limitado por abajo y por 
arriba por las rectas y=3, € y=Y2 (Y >yy), mientras que por la izquiorda 





or la derecha lo ostá por las curvas continuas 2=y (y) (4B) y x=wp2 (y) 
(ch) Tpa (1) > Ya Yi cada una de las cuales se ARA O it con 
a horizontal y= (y <Y < yz) (fig. 86). 
Análogamonto al caso anterior tenemos: 
Ya 
[fr mara=ka Ñ tana, 
(s) Y 9 


Pa 
dondo, al calcular la integral Ñ Hz, y) dz, so considera: y como cantidad 


ExO) 
constanle. 
Si el recinto de integración no pertenece a ninguna de las formas 
anteriormente examinadas, se procura dividirlo en partes, de manera, que 
cada una de ellas corresponda a alguna de aquellas dos formas. 


Ejemplo 1. Calcular la integral 


I= 


A 


1 
de Ñ (+p dv. 
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Solución 


lll [jane 


Ejemplo 2. Determinar los límites de integración de la intogral 





$ y Hz y) dzdy, 
(8) 
si el recinto do integración S (fig. 87) está limitado por la hipérbola 


y2—22=1 y por las dos rectas 2=2 y 2=-—2 (se considera el recinto que 
comprendo 41 origen de coordenadas). 


Solución, El recinto de integración ABCD (fig. 87) está limitado 
por las dos rectas ¿=—2 y 2=2 y por las dos ramas de la hipérhola: 


y=V142B o y=—Yl+al, 
es decir, pertenece a la primera forma. Tenemos: 
2 VERE 


Fl ft mazay=l az ÑO Ma. 
(s) 2 vi. 


Calcular las siguientes integrales reiteradas: 











2 4 3 E 
2113. jar) (2* + 2y) de. 2117. | dy Ñ (a +2y) dz. 
0 a pa 
Loro, 2 o 
(dy de 
214. faz a 2118. | dy Ñ rdr. 
3 1 aseno 
A e atdy 7 3 cos 
2145. j de Ñ TFgZ 2119. k dp Ñ sen? p dr. 
0 Fe. 0 
2 
ES 
W a dy 1 vi 
en: jar! Po” 2120. (az V VEZ dy. 
ES ó $ 


Escribir las ecuaciones de las líneas que limitan los recintos 
a que se extienden Jas integrales dobles que se indican más abajo 
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y dibujar estos recintos: 


2 2-y 3 2 
2121. Ñ dy $ fe, y) dz. 2124. Jarl Ha, y dy. 
e Y, tl E 
Ls 5 
3 +9 3 via 
2422. | da Ñ Ha, y dy. 2125, faz Ñ Hz, y dy. 
1 ES) 0 0 
4 104 2 42 
2123. | dy Í He naz. 2426. | de | f(o y dy. 
y] Y —1 xl 


Colocar los límites de integración, en uno y otro orden, en la 
integral doble 


A 
$ Y 45 wazay 
(8) 

para los recintos S que a continuación se indican. 


2127. S es un rectángulo cuyos vértices son: O (0; 0), 4(2; 0), 
B(2; 1) y C(0; 1). 


Y 


B(Er1) Alg1) 





Fig. 88 Fig89 


2128. S es un triángulo cuyos vértices son: O (0; 0), 4(1; 0) 
y B(l; 1). 

2129. 5 es un trapecio cuyos vértices son; O (0; 0), A4(2; 0), 
e 1) y C(0; 1). 

2130. es un paralelogramo cuyos vértices son: 4(1; 2), 
B(2; 4), C(2; 7) y D(t; 5). 

2131. S es un sector circular OAB con centro en el punto 
O(0; 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1; 1) y B(—1; 1) 
(fig. 88). 

2132. S es un segmento parabólico recto AOB, limitado por 
la parábola BOA y por el ségmento de recta BA, que une entre 
sí los puntos B(—1; 2) y A(1; 2) (fig. 89). 
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2133. S es un anillo circular limitado por las circunferencias, 
cuyos radios son r=1 y R=2, y cuyo centro común está situado 
en el punto O (0; 0). 

2134. S está limitado por la hipérbola y?—2*=14 y por la 
circunferencia 2?-+y?=9 (se considera el recinto que comprende 
el origen de coordenadas). 

2135. Colocar los límites de integración en la integral doble 


y Y Ft, Y) dzdy, 


(8) 
si el recinto»S está determinado por las desigualdades siguientes: 
a) 2>0; y>0; 24 y<1t; d) y>x;12>—1; y<t; 
bh v4y<a; e) y<z<y+2a; 
o) y <x; 1) 0<y<a. 
Invertir el ordon de integración en las siguientes integrales dobles: 
4 12 2a Viax 
2136, Y dol tv. 20. faz | tna. 
os 0 Va 
' 1 i pl 1=+ 
2437. j dz Y f(z, y dy. 2141. j dy | tvaz 
dx 
E Vinci 
a Vaz 
, 10 Vi 
2490 ya BoA fe, nd. 2442. ¡ dy Á fle,ydz. 
Ta pl 
Ya . 


239. faz | tv. 


mato 


E 
3] 


R VR 


2143. í dr a | Hz, y) dy. 
0 0 


2144. Vas ls y) dy. 
0 


Ú 
Calcular las siguientes integrales dobles: 
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2145. y $ adxdy, donde S es un triángulo cuyos vértices son 
(Ss) 
O (0; 0), 4(1; 1) y B(0; 4). 


2146. $ $ z dx dy, donde el recinto de integración S está limi- 
(5) 
tado por la recta que pasa por los puntos A (2; 0), B(0; 2) y por 


Y 







B(02) “ 
BI Alf 
ele) (01) (1) 
Al(2;0)X 0 Z 
Fig. 9 Fig 9 


el arco de circunferencia de radio l que tiene su centro en el 
punto C (0; 1) (fig. 90). 
2147. Ñ ¡i£ñ5 > donde $ es la parte del círculo de 
dep VEZ 
radio a, con centro en ol punto O(0; 0), situado en el primer 
cuadrante. 
2148. va? dxdy, donde S es un triángulo con los 
(Ss) 
vértices en los puntos O(0; 0), A(1; —1) y B(1; 1)- 
2149. ($ Vz—2P dzay, donde S es un triángulo con los 


is 
vértices en los puntos O'(0; 0), A(10; 1) y B(1; 1). 
á 8 
2150. IN eidxdy, donde S es un triángulo mixtilíneo OAB, 


ls) 
limitado por la parábola y?=x y por las rectas z=0 e y=1 (fig. 91). 
2451. A donde S es un segmento parabólico, limitado 
5) 
por la parábola yá y por la recta y=x2. 
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2152, Calcular las siguientes integrales y dibujar los recintos 
á que se extienden: 


na 1-4cOs x 5 3 cos y 
a) Vaz Ñ y? sen zx dy; iS dy Ñ z?sen? y dx. 
y y a ó 
2 
Ej 
qo4 
») faz Í ytdy 
Í cos 


Antes de resolver los problemas 2153— 2157 se recomienda hacer 
los dibujos correspondientes. 
2153, Calcular la integral doble 


8 aut da dy, 

is) 
si S es un recinto limitado por la parábola y? =2pxw y por la recta 
£=P. 
2154*, Calcular la integral doble 


Í Ñ xy dz dy, 
() 
que se extiende al recinto S, limitado por el eje OX y Ja semi- 
circunferencia superior (1—2)+y*?=1. 
2155. Calcular la integral doble 


E ¡ _drdy_ 
y Vaz Yia=z" 
«donde S es un círenlo do ed a, tangente a los ejes de coordenadas 


y que se encuentra en el primer cuadrante. 
2156*. Calcular la integral doble 


¡Y vdzdy, 
(s) 
donde el recinto S está limitado por el eje de abscisas y el arco 


de cicloide 
( z= Ri (t—sen £) 


y=R(l—cost) (0<t<2n). 
2157. Calcular la integral doble 


Y Y ayazay, 
(8) 
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en la que el recinto de integración S está limitado por los ejes 
de coordenadas y por el arco de astroide 


x=Rcost, y=Rsenti (0<t<5)- 


2158. Hallar el valor medio de la función f(x, y)=xy* en el 
recinto S(0O<x<1t; 0<y<1)- 

Indicación. Se da el nombre de valor medio de una función f(z=, y) 
en el recinto al número 
=+ Y M2 1 de dy, 
(s) 


donde S, en el denominador, señala el área del recinto 5. 


2159. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto 
Mz, y) del círculo (1—a)*+y*<R”, al origen de coordenadas. 


eS 


$ 2, Camblo de variables en la Integral doble 


1% epral doble en coordenadas polares. Cuando en 
la integral doblo se pasa de las coordenadas rectangulares x, y a las polares r, 
q, relacionadas con las primeras por las expresiones 

zZ=rC0sp, Y=rsemq, 


se verifica la fórmula 


8 163 maz ay= | 1(ecos 9, rson q) r dry. 1) 
is) (s) 


Si:el recinto de integración S está limitado por los rayos »=a4 y r=$(a< P) 
Y por las curvas r=r, (q) Y r=r2 (4), donde r; (9) 1% (9) (r 0) ra (p)) Son 
unciones uniformes en el segmento PRISA a Integral loble “se puede 
calcular por la fórmula 
B  n(w 
$ oionrárag= Yao | Flo nrar, 
(8) a  n(W 
ra (0) 
donde F (p,r)=f (r cos q, rsen q). Al calcular la integral Ñ Fl, r)rar, 
» 
se considera constante la magnitud q. e 
Si el recinto de integración no pertenece a la forma examinada, se 
divido en partes, de manera que cada una de ellas represente de por sí un 


recinto de la forma dada. 
2. Integral doble en coordenadas curvilíneas. En el 


caso más general, si en la integral doble 


$ € 1 te m0 ay 
(8) 
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so quiere pasar do las variables x, y a las variables u, », relacionadas con 
aquéllas por medio de las expresiones continuas y diforenciablos 
z=Q(u, v), Y =p (4 0), 
que establecen una correspondencia biunívoca y continua en ambos sentidos, 
entre los paEtos del recinto S del plano XOY y los puntos de un recinto 
determinado RR” del plano V'O'V, al mismo tiempo que el jacoblano 
de 0 
¡DE D_ du du 
Díu, v) | ox oy 
do dy 
conserva invariable su signo en el recinto S, será válida la fórmula 


VU rt maz ar=l Y loteo), pta, 01171 audo, 
(s) (8) 
Los límites de esta nueva integral sc determinan de acuerdo con las 
reglas generales, sobre la base de la forma que tenga el recinto s”. 
O »1. Calcular la siguiente integral pasando a coordenadas 
polares 





$ Ñ VIZRAF da dy 
(8) 
donde el recinto S es un círculo de radio R=1 con centro en el origen de 
coordenadas (fig. 92). 
Solución. Haciendo la sustitución z=r cos p, y=r sen p, obtenemos 


ViZ2=pP= Y I=(F00s Y — (r son pi = y 15, 
Como on el recinto S la coordenada r varía de O a 4, cualquiera que 
sea el valor de p, mientras que «p varía de O a 21, tenemos 


y 21 1 


VIA dz dd do Ly dr mn 
is) 3 i 








Pasar a las coordenadas polares r y q y colocar los límites de 
integración para las nuevas variables en las siguientes integrales: 


2460. ¡ des Ha, y) dy. 2161. ¡ de Vr (VA+2) dy. 
0 0 0 0 
2162. | [ 1(2,y) drdy, 


(8) 
donde S es un triángulo limitado por las rectas y=2, Y = —x 
e y=1. 


2163. Í del f (4) dy. 


270 Integrales múltiples y curvilineas 





2164. $ 6, y) dzdy, donde el recinto S ostá limitado por 


(5) 
la lemniscata 
(*4+y)=e (ey). 
2165. Calcular la siguiente integral doble, pasando previamente 
a coordenadas polares 


e 
(Y vdzay, 

is 
donde S es un somicírculo de diámetro a con centro en el punto 


có 0) (fig. 93). 


a 
Fig. 92 Fig. 93 





2166. Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente inte- 
gral doble, 
Ñ $ (2*+ y?) dedy, 
(s) 
que se extiende al recinto limitado por la circunferencia 
1+y=2az. 
2167. Calcular la siguiente integral doble, pasando a coorde- 
nadas polares, 


NN V2—=2—=p dedy, 
is) 


donde el recinto de integración S os un semicírculo de radio a con 
centro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje OX. 
2168. Calcular la integral doble de la función f (r, p) =7 sobre 
el recinto limitado por la cardiode r=a(1+cosq) y la circunfe- 
rencia 7=a. (Se considera el recinto que no contiene el polo). 
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2169. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 


a Vaz 
8 Ñ Vi+y dy. 
0 
2170. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 
Q VE=2=8 de dy. 
is) 
donde el recinto S está Jimitado por la hoja de lemniscata 
(94+y)=0 (22—y) (2>0). 
2171". Calcular la integral doblo 
IN yi==% -2-L dody, 
(Ss) 
que se extiende al recinto S, limitado por la elipse + E=1, 
pasando a las coordenadas polares generalizadas r y «q según las 
fórmulas: 
z y 
q 008P, =Fsenp. 
2472**, Transformar la integral 
e Br 
) de Ñ fe y) dy 
de 
(0<a=<B y c>0), introduciendo las nuevas variables u=x-+ ya 


2473*. Efectuar el cambio de variables U=T+Y, V=TI—yY en 
la integral 


1 1 
$ Val iy d. 
6 ó 
2474**, Calcular la integral doble 
8 azdy, 
SS 


donde $ es un recinto limitado por la curva 


yl py_a y? 
(++) ==-+: 
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Indicación. Efectuar el cambio de variables 


T=arc0s p, y=brsenp. 


$3. Cálculo de areas de figuras planas 


1%, El área en coordenadas rectangulares, El área S de 
un recinto plano (S) es igual a 


S= $ $ de dy. 
1) 


Si el recinto (S) está determinado por las desigualdades a<z<b, p(2) < 
<y< y (2), tendremos 


bo ve 
S= Ñ dz Ñ dy. 
ce 


2%, El ároa encoordenadas polares, Si el recinto ($) está 
detorminado, en coordenadas polares r y q, por las desigualdades u <p <P, 
1(9) <r <F (9), se tiene 


O) 
s= $5 rdgdr= Ñ dp Ñ rar. 
5) 2 de 


2175. Construir los recintos cuyas áreas se expresan por las 
siguientes integrales: 


2 +2 a Via 
a) Y az X dy: b) jos Vo dz. 

Ñ j 

Er Ly 


Calcular estas áreas y cambiar el orden de integración. 
2176. Construir los recintos cuyas áreas se expresan por las 
integrales: 


2 
arctg2  3seog Zo ali4cos0) 
a leo Í rar ld rdr. 
El ó = ES % 
y E 


Calcular estas áreas. 

2177. Calcular el área limitada por las rectas ==y, z=2y. 
+y=a y 24+-3y=a (a>0). 

2178. Calcular el área de la figura situada sobre el oje OX 
y limitada por este eje, la parábola y? =4ax y la recta x+-y=3a. 

2179*. Calcular el área limitada por la elipse 


Y—7.42=1. 
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2180. Hallar el área Jimitada por las parábolas 
y =10%-+-25 e y! = —6x +9. 


2181. Hallar el área limitada por las siguientes líneas, pasando 
a coordenadas polares, 





2yyolx, 24y=4x, y=x, y=0. 


2182. Hallar el área limitada por la recta rcosp=1 y la 
circunferencia r=2. (Se considera ja superficie que no contiene 
el polo). 

2183. Hallar el área limitada por las curvas 

r=a(1+4c0sp) y r=acosp (a >0). 
2184. Hallar el área limitada por la línea 
2, py y 
(ca Da 
2185*, Hallar el área limitada por la elipse 
(2—2y +3)? + (32 +4y —1) = 100. 

2186. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las parábolas 2%=ay, 2%=by, y =0x, y =fx 
(0<a<b, 0<a<f). 

Indicación. Introducir nuevas variables u y v, suponiendo 

al=uy, y2=02. 

2187. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las curvas y! =ax, y =bx, zy=0, 1y=p (U<a<h, 
0<a<bB). 


Indicación. Introducir nuevas variables u y v, suponiendo zy= 4, 
y =02. 


$ 4, Cálculo de volimenes 


El volumen V de un cilinároide, lmitado por arriba por la suporficio 
contínua ¿=f(z, y) por abajo por el plano z=0 y lateralmente por la 
superficie cilíndrica recta que corla en el plano XOY el recinto S (fig. 94), 
es igual a 


Y= Ñ Ñ Hz, y) da dy. 
is 


2188. Expresar, por medio de una integral doble, el volumen 
de una pirámide cuyos vértices son: O(0; 0; 0), A(1; 0; 0), 
B(1t; 13 0) y C(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar los límites de inte- 
gración. 
181016 
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En los problemas 2189—2192 hay que dibujar los cuerpos, 
cuyos volúmenes se expresan por las integrales dobles que se dan: 


1 1-x 2 via 

2189. | dz l (1—2—y)dy. 2491. faz | (1—ajdy. 
0 0 6 0 
2 2% 2 2 

2190. [dz Y (4—z—ydy. 2492 (de K (4—2—y) dy. 
0 0 o Lx 


2193. Dibujar el cuerpo, cuyo volumen expresa la integral 
vaa 


a 
faz Ñ y ¿AP dy, y basándose en razonamientos geomé- 
Al Ñ 


0 
tricos, hallar el valor de esta integral. 


Fig. 95 





2194. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el parabo- 
loide olíptico z=20*+y*+1, el plano z+y=1 y los planos 
coordenados. 

2195. Un cuerpo está limitado por el paraboloide hiperbólico 
¿=2*%—y* y los planos y=0, z=0, z=1. Calcular su volumen. 

2196. Un cuerpo está limitado por el cilindro a+ 22=a* y los 
planos y=0, z=0, y=x. Calcular su volumen. 

Hallar los volúmenes de los cuerpos limitados por las super- 
ficies siguientes: 


2197. az=y?, VE+y =P", 2=0. 
2198. y=V 2, y=2V 2, 2+2=6, 2=0. 
2199. z=2*4y?, y=2?, y=1, 2=0. 
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2200. z+y+2=4a, 3x+y=a, dary a, y=0, z=0. 











201. + Lat, y=La, y=0, 2=0. 


2202. 1? +y?=2ax, 2=0x, 2=fzx (a >P). 


En los problemas 2203—2211 empléense coordenadas polares 
y goneralizadas. 
2203. Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cilindro 2? +y?=a? y el hiperboloide 224 y?—21= —a?. 
2204. Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cóno 2(1?4+ y?) —2?=0 y el hiperboloide 
Ay ya —a. 


2205. Hallar el volumen limitado por las superficies 2az =<? + y*, 
24y—2a=0", 2=0. 
2206. Determinar el volumen del elipsoide 


2207. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide 
2az=2*- y? y la esfera 2?+y*421=3a%. (Se sobreentiendo el 
volumen situado dentro del paraboloide). 

2208. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY, 
el cilindro 2*4-y?=2ax y el cono 224 y*=22, 

2209. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY, 
la superficie 2 =ae=(**4+4%) y el cilindro 2?-4y?=R2, 

2210. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY, 
el paraboloido + y el cilindro +22 E 

2211. ¿En qué razón divide el hiperboloido 2*4+y?*—2=a* al 
volumen de la esfera 2?-+4y?42*< 3a% 

2242*. Hallar el volumen del sólido limitado por las suporfi- 
cies. =24+ y, zy=1, 21y=2, y=z, y=2x, 2=0 (2>0, y >0). 





$ 5. Cálculo de áreas de superficies 


El área U de una superficie regular =f(z, y), quo tenga coro proyec- 
ción en el plano XOY un recinto $, es igual a E qa 


EXA 
eN Via(S) +57) azar. 
2243, Hallar el área de la parte del plano H4+PH4+2=1, 
comprendida entre los planos de coordenadas. 
18> 
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2244. Hallar el área de la parte de superficie del cilindro 
2244? =R*(2>70), comprendida entre los planos z=mzt y 
x1=nz (m >n > 0). 

2215*. Calcular el área de la parte de superficie del cono 
2%—y=2, situada en el primer octante y limitada por el plano 





3 

2216. Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 
24 y?=ax, cortada del mismo por la esfera 2*+y*424=a2. 

2217. Calcular el área de la parle de superficie de la esfera 
24y4z=a*, cortada por la superficie + mt 

2218. Calcular el área de la parte de superficie del parabo- 
loide y?+2*=2ax, comprendida entre el cilindro y?=ax y el 

lano I=a. 

2219. Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 
124 y*= 2ax, comprendida entre el plano XOY y el cono 21+-y?=22, 

2220*, Calcular el área de la parte de superficio del cono 
24—y?=2*, situada dentro del cilindro 2*+ y? =2ax, 

2220,1*. Hallar el área de la parte del cilindro y? =4z cortada 
por la esiera 2*4+y2+2*=5x. 

2220.2. Hallar el área de la parte dol cono z=Y/27F y? cortada 
por el cilindro (2? 4 y?)? =a? (1? —y?). 

2221*. Demostrar, que las áreas de las partes de las superfi- 
cies de los paraboloides 2? +4y?=2az y a?—y?=2az cortadas por 
ol cilindro 2*+y*=R* son iguales. 

2222*. Una esfera de radio a está cortada por dos cilindros 
circulares, cuyas bases tienen los diámetros iguales al radio de 
aquélla, y que son tangentes entre sí a lo largo de uno de los 
diámetros de la misma. Hallar el volumen y el área de la parte 
de superficie de la esfera que queda. 

2223*. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio, con 
salida, de base cuadrada, cuyo lado también es igual a a. El ejo 
de este orificio coincide con el diámetro de la esfera. Hallar el 
área de la superficie de ésta cortada por el orificio. 

2224*. Calcular el área de la parte de superficie helicoidal 


2=carctg z, situada en el primer octante y que está compren- 
dida entre los cilindros 2?+y*=0*? y 124y=0b? 


$ 6, Aplicaciones de la integral doble a la mecánica 


4%. Masa momentos estáticos de las láminas. Si S 
es un recinto del plano XOY, ocupado por una lámina, y p(x, y) es la den- 
sidad suporficial de dicha lámina en el punto (z; y), la masa M de ésta y sus 
momentos estáticos My y My con respecto a los ejes OX y OY se expresan 
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por las integrales dobles 


mM! $ pir.y)dxdy, Mxi= $$ yo (z, y) dzdy, 
(8) (5), 
Hee $ $ zp (2, y) dz dy. 0 
(8) 
Si la lámina es homogénea, p (x, y)=const. 


2. Coordenadas del centro de gravedad de las lámi- 
nas. Si C (zx, y) es el centro de gravedad de una lámina, se tiene, 


he My = Mx 
ar” o 





donde M es la masa do la lámina y Mx, My sus momentos estáticos con 
respecto a los ejes de coordenadas (véase 1%. Si la lámina es homogénea, en 
las fórmulas (t) se puedo poner p=1. 

Momentos de inercia do las láminas. Los momentos 
do inercia de una lámina, con respecto a los ejes OX y OY, son iguales 
respoctivamente a 


LY wo wazdy, 141 | apto zay a 
is) (8) 
El momento de inercia de la lámina con respecto al origen de coordenadas 
LoS | r+ydote ara =1x+ly e) 
is) 


Poniendo p(x, y)=1, en las fórmulas (2) y (3), obtenemos los momentos 
goométricos de inercia de las figuras planas. 


2225. Hallar la masa de una lámina circular de radio R, si su 
densidad es proporcional a la distancia desde el punto al centro 
e igual a GU en el borde de la lámina. 

2226. Una Jámina tiene la forma de triángulo rectángulo con 
catetos OB=a y OA=b; su densidad en cualquier punto es igual 
a la distancia desde éste al cateto OA. Hallar los momentos 
estáticos de la lámina con respecto a los catetos OA y OB. 

2227. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura OmArO (fig. 96), limitada por la curva y=senz y por la 
recta OA, que pasa por el origen de coordenadas y por el vértice 


A $ 1) de la sinusoide. 


2228. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por la cardioide r=a (1-+cos p). 

2229. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un 
sector circular de radio a, cuyo ángulo central es igual a 2a 


(fig. 97). 
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2230. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por las parábolas y?=42+4 € y?= —2144. 

2231. Calcular el momento de inercia del triángulo limitado 
por las rectas 1+y=2, 1=2 e y=2, con respecto al eje OX. 

2232. Hallar el momento de inercia de un anillo circular de 
diámetros d y D(d<D): a) con respecto a su propio centro y bh) 
con respecto a su diámetro. 


y 





Fig, Fig. 97 


2233. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a, 
con respecto*al eje que, pasando por uno de sus vértices, es per- 
pendicular al plano del cuadrado. 

2234*, Calcular el momento de inercia del segmento interceptado 
de la parábola y?=az por la recta z=4, con respecto a la recta 

=—0. 

2235*, Calcular el momento de inorcia de la superficie limi- 
tada por la hipérbola 2y=4 y la recta +y=5, con respecto 
a la recta z=y. 

2236*. En una lámina cuadrada de lado a, la densidad es 
proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices. Calcular el 
momento de inercia de dicha lámina con respecto a los lados que 
pasan por éste vértice. 

2237. Hallar el momento de inercia de la cardioide r =« (1 + cos p), 
con respecto al polo. 

2238. Calcular el momento de inercia de la superficie de la 
lemniscata r2=2a* cos 2p, con respecto al eje, perpendicular «ul 
plano do la misma, que pasa por el polo. 

2239*. Calcular el momento de inercia de una lámina homo- 
génea limitada por un arco de la cicloido x=a(t—sent), 
y=a(1—cost) y el eje OX, con respecto al eje OX. 


$ 7. Integrales triples 


1. La integral triple en coordenadas rectangulares. 
Se llama integral triple de una función f(x, y, 2), sobre un rocinto Y, al 
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límite de la correspondiente suma triple 


SU Atom dar aya um, 2 2 2 F (24 Uy: 24) Az Ay Asa. 
y" 


máx ay/>0 
máx az3>0 


El cálculo do la integral triple so reduce a calcular sucesivamente tros inte- 
grales ordinarias (simples) o a calcular una doblo y una simple. 


Ejemplo 4. Calcular 
$ Ñ $ ¿y? de dy de, 


+ 


I 





donde el recinto Y se dotermina por las desigualdades 
0<x<t, 0<y<z, 0<:<zy. 
Solución. Tenemos: 
1 x ay 


dy 

A E El dy= 

y 0 0 
Eos 2% Pas ya 
Y: e 
pre NE 

9 

Ejemplo 2. Calcular 


Y $ 2% de dy de, 
M9) 


inentan 3 O A 
extendida al volumen del elipsoide Ztrta=! 





Solución. 


a a 
$ $ Ñ de dy ds $ z2dz $ fava— | 295 ye de, 
(44) a 0] a 


yz 


donde Sz es el área de la olipse EG —. z=const, igual a 


5 =06/ = Vi (1-2). 


Por esto, en definitiva, tenemos: 


a 
yS $ 2 de dy de: =mbe Ñ a (1-5) a=gao0. 
9) z 


—« 
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2. Cambio de variables en la integral triple. Si en 
la integral triple 
Su Y, 2) dz dy de 
(mm 


hay que pasar de las variables zx, y, z, a las variables u, v, w, relacionadas 
con las primeras por las igualdados 2= (u, v, 10), y =p (u, v, 10), 2=%X (4, d, 10), 
donde las funciones Q, Y, xi 

1) son continuas, junto con sus derivadas parciales do 1” orden. 

2) establecen una correspondencia biunívoca continua en ambos sentidos, 
entre los puntos del recinto de integración V del espacio OXYZ y los puntos 


de un recinto determinado Y” del espacio 0'17 VW y 
3) el determinante funcional (jacobiano) de estas funciones 


óx dx Óx 
du de dw 
Dl) [0 du 
Du, vw) | 0 dv dw 
Oz 0d 0z 
du de de 
conserva invariable su signo en el recinto Y, entonces, será válida la fórmula 


SS $ 160 am teard=S NÑ Mota, 0.00, (a, 0,0), (0,0, 0)11 dudo, 
(v) vy 


En particular, 
1) para las coordenadas cilíndricas , r, p, h (fig. 98), dondo 


T=F008Q, y=rSenq, 2=h, 


obtenemos que, I=r; 
2) para las coordonadas esféricas q, p, r (p es la longitud; +p, la latitud 
y r el radio vector) (fig. 99), dondo 


a=FC0S1P COS P, Y=" COSA) SON Pp, 
3=r sen Y, 


tenemos 7=r2 c08 p. 
Ejemplo 3, Calcular la siguiente integral, pasándola a las coorde- 


Badas esféricas, 
Ñ $ $ VAIFRFR de dy de, 
10) 


donde Y es una esfera de radio R. 
Solución. Para la esfera, los límites de variación de las coordena- 


das osféricas p (longitud), Y (latitud) y » (radio vector), serán: 


0Sp<2x1, —FSPSE+ O<r<R 
Por esto, tendremos: 


lx 


A VARIAR dz dy de E de 
(UN 


ja 


R 
dp Ñ rr? cos Y dr =5R4. 
0 


sola 
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3”. Aplicaciones de las integrales triples. El volumen 
de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a 


ve [Tf ánagas 
(5) 
La masa de un cuerpo que ocupa el recinto Y, 
| Ñ $ y (2, y, 2) dz dy de: 
m 
donde y(z, y, z) es la densidad del cuerpo on el punto (z, y, 2)- 





Fig. 98 Fig. 99 


Los momentos estáticos de un cuerpo, con rospecto a los planos coorde- 








nados son; 
Mxy= $ $ $ y (2, ys 2) 3 dz dy de; 
(Y) 
Myz= $ Ñ $ y (e, y, 2) z de dy de; 
(m 
Max=Y $ $ y (2, y, 2) y de dy de. 
7 
Las coordenadas del centro de gravedad 
E 


Si el cuerpo es homogéneo, en las fórmulas para determinar las coor- 


denadas del centro de gravedad se puede poner y (z, y, 2)=1. 
Los momentos de inercia, con respecto a los ejes coordemados son: 


L= | (f art vt y 2 de ayas; 
(1) 

ly= $ S $ (22422) y (2, y, 2) de dy da; 
m 


ja IN $ (224 y?) y (2, y, 2) de dy ds. 
14) 
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Poniendo en estas fórmulas y(z,y,2)==t, obtenemos los momentos 
geométricos de inercia del cuerpo. 


A. Cálculo de las integrales triples 
Calcular los límites de integración en la integral triple 
SV $ 10, y, 2) dz dy da 
(y) 


para los recintos Y que se indican a continuación: 
2240. V es un tetraedro limitado por los planos 


z+y+z=1, z=0, y=0, 2=0. 
2241. Y os un cilindro limitado por las superficies 
a44y=R?, 2=0, 2=H. 
2242*. V es un cono limitado por las superficies 


xl 
az 





2243. Y es un volumen limitado por las superficies 
2=1—2—y, 2=0, 


Calcular las Ar integrales: 
E. 4 


2044. arial E —ÑÁ 
] Ñ O 


2245. 





dz 
Vaazya sl 





2247. 


o 


2248. Calcular 


( 
donde V es el recinto de integración, que está limitado por los 
planos de coordenadas y por el plano z+-y+2=1. 


[tt 
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2249. Calcular 

Ñ K $ (2+y+ 2)? du dy dz, 

“m 

donde V es la parte común del paraboloide 2az>*+-y? y de la 


esfera 2? y?4-22<3a2. 
2250. Calcular 


y5S 2? dz dy dz, 
0) 


donde V es la parte común de las esferas 244 y 42 R? y d+ 
+y+42<2Rz. 
2251. Calcular 


$ Ñ Ñ zdzdy de, 
(us) 
donde Y es el volumen Jimitado por el plano z=0 y por la mitad 
superior del elipsoide ++ dl 
2252. Calcular 


UE ea 
(m) 


donde Y es la parte interna del elipsoide O 
2253. CalcuJar 
y Ñ $ 2dedydz, 
(1) 
donde Y es el recinto limitado por el cono ne +y) y por 


el plano =h. 
2254. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 


cilíndricas, 
$ A $ dz dy da, 
m 


donde V es el recinto limitado por las superficies 2? + y*4-2*=2/Hkz, 
24 y?=22 y que contiene el punto (0, 0, R). 
2255. Calcular 





2 VER a 
(dz Í do VFFP As 

v E 

trausformándola previamente a las coordenadas cilíndricas. 
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2256. Calcular 
ar V 2rx—xt V 4ri—xdm y? 
K dz Ñ dy 
0. Vara 


dz, 


eo 


transformándola previamente a las coordenadas cilíndricas. 
2257. Calcular 


2 VIA — VETAZA 
y dz Ñ dy Ñ (22 + y?) dz, 
e via 0 


tranformándola previamente a las coordenadas esféricas. 
2258. Calcular la integral siguiente, pasando a las coordenadas 
esféricas 


$ $ Ñ VEFPEZ2 dz dy dz, 


(Mm 
donde V es la parte interna de la esfera 1% 4+y*+21< 2. 


B. Cálculo de volúmenes por medio de integrales triples 


2259, Calcular, por medio de una integral triple, el volumen 
del cuerpo limitado por las superficies 


y =40—3ax, y=ax, 2=3h. 


2260**. Calcular el volumen de la parte del cilindro 2*4+y*= 
al comprendido entre el paraboloide x*+4y*=2az y el plano 

2261*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
P24+ysza y el cono 22=24+4+y? (la parte exterior con res- 
pecto al cono). 

2262*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
4 y+zi=¿4 y el paraboloide 2?4-y?=3z (la parte interior con 
respecto al paraboloide). 

2263. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano 
XOY, el cilindro 12 +y*=ax y la esfera 224 y?+2%=a* (interno 
con respecto al cilindro). 

2264. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el parabo- 


loide a 22 y el plano z=a. 
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2264. 1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
2, y, 21 2 y 2 
(A) AE 
2264. 2. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las super- 
ficies 
2 2 2 2 2 2 
FF =2 FF =0  (>0. 


ET 


C. Aplicaciones de las integrales triples a la mecánica y a la física 


* 2265. Hallar la masa M del paralelepípedo rectangular 0<z<a, 
0<y<b, 0<z<c, si la densidad en el punto (x, y, z) es p(z, y, 2)= 
=0+y+z. 





2266. Del octante de la esfera a%+y9428<0*, 2>0, y>0, 
z'>0, se ha cortado el cuerpo OABC, limitado por los planos de 
coordenadas y por el plano +1 (a<c, b<c) (fig. 100). 
Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto 
(x, y, z) es igual a la cota z del mismo. 

267*. En el cuerpo de forma semiesférica 2?4-y?42*<a?, 
20, la densidad varía proporcionalmente a la distancia desde 
el punto al centro. Hallar el centro de gravedad de este cuerpo. 

2268. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el 
paraboloide y? 422? =4x y por el plano 2=2. 

2269*. Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que 
tiene por altura h y por radio de la base a, con respecto al eje 
que sirve de diámetro de la base del propio cilindro. 

2270*. Hallar el momento de inercia del cono circular, que 
tiene por altura h, por radio de la base a y de densidad p, con 
respecto al diámetro de su base. 

2271**, Hallar la atracción que ejerce el cono homogéneo, 
de altura h y ángulo en ol vértice a (en la sección axial), sobre 
un punto material, que tenga una unidad de masa y que esté 
situado en su vértice. 
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2272**. Demostrar, que la atracción que ejerce una esfera 
homogénea sobre un punto material exterior a ella no varía, 
si toda la masa de la esfera se concentra en su centro. 


$ 8. Integrales impropias, dependientes de un parámetro. integrates 
Improplas multiples 


1”. Derivación respecto del parámetro. Cumpliéndose 
ciertas restricciones que se imponen a las funciones f (z, a) y f¿ (z, a) y a las 
correspondientos integrales impropias, se verífica la regla de Leibniz 


EN He, 0) de = | fte, Q)dz. 
: 2 


Ejemplo 1. Valiéndose de la derivación respecto del parámetro, 
calcular 








Pen A 
(la a>0,p>0% 
0 
Solución. Sea 
Ce 
$ — dz =P (a, f) 
0 
Entonces, 
IA 1 
ZA CTN ION AA Pa 
de q 3 lo Za 


De donde F (a, f)=-<Ina+C(f). Para hallar C (8), ponemos 2 =f en la 
última igualdad. Tenemos, 0= — In $-+C ($). 


Do donde € (f)=-F la f. Por consiguiente, 
B 


1 1 1 
P(a, $) =—=3 In a+ nB=3 uE. 
2. integrales dobles impropias. a) Caso en que el 
recinto de integración es infinito. Si la función f(z, y) es 
continua en un recinto infinito $, se supone 


FS 16 mazay= tim $ Ñ 12 era, “ 
iS (9) 

donde y es un recinto finito, situado totalmente em S, entendiéndose por 
0> $, que ampliamos el recinto o según una ley arbitraria, de manera que 
en éste entre y permanezca en él cualquier punto del recinto S. Si el segundo 
miembro tiene limito y éste no depende de la elección que se haga de o, 
la correspondiente integral impropia recibe el nombre de convergente; en el 
Caso contrario se llama divergente. 
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Si la función subintegral f(x, y) no es negativa (f(z, y) >0), para que 
la integral impropia sea e es necesario y suficiente que exista 
el límite del segundo miembro de la igualdad (1), aunque sea para un sistema 
de recintos 9 que completen el recinto S. 

b) Caso do una función discontinua. Si la función f(z. y) 
es continua en todo un recinto cerrado y acotado S, a excepción del punto 
P (a, b), se supone: 


| $ fe maz ay tim NN 162, ads, e 
(sj 0 


le) 


donde S¿ es el recinto que resulta de excluir del S un recinto interior 
pequeño de diámetro e que contiene al punto P. En el caso de que exista 
el límite (2) y de que no dependa de la forma de los recintos interiores 
pequeños quo se excluyan del recinto S, la integral considerada se llama 
convergente, mientras que en el caso contrario, es divergente. 

Si 5d y)>0, ol límite del segundo miembro de la igualdad (2) no 
depende de la forma de los recintos internos que sc excluyen de S; en par- 


ticular, on calidad do tales recintos pueden tomarse círculos de radio 5 con 


centro en el punto P. 
El concepto de integrales impropias dobles es fácil pasarlo al caso de 
integrales triples. 


Ejemplo 2. Investigar la convergencia de la integral 


an: o 


donde S es todo el plano XOY. 
Solución. Sea o un círculo de radio p con centro en el origen de 
coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, si p=*1, tenemos: 





dzdy E 
¿ wo”) ' FAR 
(0) 





A ME py 


Na de i=» 1 + p2 a? —4] 





Si p<i, se tione lim / (0) =lim / (0)=00 y la integral divergo. Si por el 
98 p< 
contrario, p>1, so tiene lim 1(0)=+ y la integral converge. Cuando 
po p—í 
2n 
3 r 
p=1, tenemos que 1(0)=Ú 


E rar 
Veo Vs 


b 





=1 |n (14-p2); lim 1 (0)=00, es 
poo 


decir, la integral diverge. 
Por consiguiente, la integral (3) es convergente para p> t. 
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2273. Hallar f' (2), si 
Ho=| eva  (2>0. 


z 


2274. Demostrar, que la función 


o 
a af (2) 
el 
satisface a la ecuación de Laplace 


lu du 
a aa 


=0. 


2275. La transformación de Laplace F (p) para la funcion f(t) 
se dotermina por la fórmula 


so 


P(p)= j pd. 


Hallar F(p), si: a) f(0)=14; b) f(t)=e%;, c) f (t) =sen Bt; 
d) f(t) =c0s Pt. 
2276. Aplicando la fórmula 


1 
Ñ Pd ES (n>0), 


calcular la integral 


1 
ES 
y xt lnzdz. 
Ú 


2277*. Aplicando la fórmula 
co 


ba (p>0), 


calcular la integral 


isa 
alas 
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Utilizando la derivación respecto al parámelro, calcular las 
siguientes integrales: 


2918. ¡Ea (a>0, P>0). 

2279. í AAA senmadz (a>0, B>>0). 
0 

2280. Yao 

2281. ES (la|<1). 

2282. [emba (a>0). 


Calcular las siguientes integrales impropias: 


1 ES 


2284. | dy f ev az. 


2283. J de $ ED dy. 
4 
ó 


Ú 


2285. a donde S es un recinto, que se determina 


) 
por las desigualdades z>1, y>2?. 
o 
29 € de 
2286", lr (a>0). 
1 


2287. La integral de Euler-Poisson, determinada por la fórmula 
I= feraz, se puede escribir también en la forma /== Ñ eP dy, 


[] y 
Multiplicando entre sí estas fórmulas y pasando después a las 
coordenadas polares, calcular 7. 

2288. Calcular 


A 


191016 
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Averiguar si convergen las siguientes integrales dobles impro- 
pias: 

2289**. INEA FP dx dy, donde $ es el círculo *+y*<1. 

(8) 
da dy 

2290. E y 

Ú (24ya0 

por la desigualdad 2?+4y?>1 («parte exterior» dol círculo). 


donde S es un recinto que se determina 


pin donde S es un cuadrado |+|<1, |y|<1. 





(a o 
mina por la desigualdad 2%+y*4+2*>1 («parte exterior» de la 
esfera). 


2292. NN E donde Y es un recinto, que se deter- 
Y, 


$ 9. Integrales curvilineas 


14” Intograles curvilíneoas de primer tipo. Sea f(x, y) 
una función coñtinua o y=Q(x) (a <z<b] la ecuación de una curva plana 
determinada C. 

Marcamos un sistema de puntos M;(=¡, Yi) (¿=0, 1, 2,..., nm), que divi- 


dan la curva C en arcos elementales M¡_¡M¡=As;, y formamos la suma 
” 
integral Sa= AUS vi) Asi- El límito de esta suma, cuando n—>-00 y 


121 
máx As¡= 0 recibo el nombre de integral curvilinea de primer tipo 


lim Y) (20 99 604 = | 162, ds 
Ani Cc 


(ds es la diforencial del arco) y se calcula por la fórmula 


b 
Vte nas=1 16.00) VIFW TP. 
Cc a 


En el caso de que la curva C esté dada en forma paramétrica: 
r=p(), y=() [a <t<BJ, tonomos: 


B 
] e, y das= Ñ 10 1), YU) Ve (0? (0 de, 
z ES 
Se consideran también integrales curvilíneas de primer tipo de funcio- 


nes de tres variables f(x, y, 2), tomadas sobre uma curva en ol espacio, que 
se calculan análogamente. La integral curvilínea de primer tipo ro depende 
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del sentido del camino de integración. Si la función subintegral f se interpreta 
como la densidad lineal de la curva de integración C, esta integral rópre- 
sentará de por sí la masa de la curva C. 


Ejemplo 1. Calcular la integral curvilínea 


Úe+y) ds, 
yet s 


donde € es el contorno del triángulo ABO, cuyos vértices son: A(t; 0), 
B(0; 1) y 0(0; 0) (fig. 101). 


y 

B 

0 ES 
Fig. 101 


Solución. Aquí, la ecuación de AB es: y=1—x, la do ÓB: 2=0 y 
la de 04: y=0. 
Por lo tanto, tendremos: 


Verna= | (+ d+ [erna+ | rnd= 
Le AB El JA 
¿ O 
£l + A vay l ada Y 244. 
Ú % 





2, Integrales curvilíneas de segundo tipo. Si P(z, y) 
y Q(x, y) son funciones continuas e y=Q(z) es una curva plana C, que 
se recorre al variar x desde a hasta b, la correspondienio integral curvilinea 
de segundo tipo se expresa de la forma siguiente 


1 
j Pte yd+0t, n= 126, pl) +0 (206, pte)lez. 


a 


En el caso más general, cuando la curva € se da en la forma paramé- 
trica: z=0 (1), y =VY (1), donde t varía entre « y f, tenemos: 


B 
rr na+0t n= 1 200, YO Y O+QO, YO Y Ole. 
Cc 


e 


Fórmulas análogas son válidas para la integral curvilínea de segundo 
tipo tomada sobre una curva en el espacio, 


499 
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La integral curvilínea do segundo tipo cambia su signo por el 
contrario, al cambiar el sentido del camino de inte- 
yración. Mecánicamente, esta integral puede interpretarse como el trabajo 
do la correspondiento fuerza variable (12 (z, y), Q (e, y) a lo largo do la curva 
de integración €. 


Ejemplo 2, Calcular la integral curvilínea 


| Wrae=dy, 


donde C es la mitad superior de la elipse z=acost, y=bsent, que se 
recorre en el sentido de las agujas del reloj. 


Solución. Tenemos 
ña 
$ ar4ady= [b? sen? £.(—a sen 1) 44% cos? 1.bcos t] di= 
c ES 


0 0 
= abel sonó 2 dt-+ a%b | cost 1dt als, 
] ] 


z 


3”. Caso de diferencial exacta. Si la oxpresión subintegral 
de la integral curvilínea de segundo tipo es la diferencial exacta de una 
función uniforme doterminada U=U (z, y), es decir, P (x, y) dx+0Q (2, 1) dy= 
=dU (x, y), esta integral curvilínea no depende del camino de integración 
y se cumple la fórmula do Newton-Leíbniz 


57) 
Pz, y dx+0Q (o, y) dy=0U (22, ya) —U (21, y), (1) 
Eu) 
donde fas Yy) os el punto inicial y (xa; yz), el punto final del camino. En 
particular, sí el contorno de integración C es cerrado, so tieno 
[Pr na+0t ya=0. e 
e 


Si, 1) el contorno de integración C está comprendido totalmente en un 
determinado recinto simplemente conexo S y 2) las funciones P(z, y) y 
Q (z, y), junto con sus derivadas parciales do 1? orden, son continuas en el 
recinto S, la condición necesaria y suficionte para la existencia de la 
función U cs que se verifiquo idénticamonte en Lodo el recinto y la igualdad 


9Q_9P h 
CET (5 


(véase integración de diferenciales exactas). Si no se cumplen las condicio- 
nes 1) y 2), la subsistoncia de la condición (3) no garantiza la existencia 
de la función uniforme Y y las fórmulas (1) y (2% pueden resultar sor 
erróneas (véase el problema” 2332). Señalemos un procedimiento para hallar 
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la función € (z, y) por medio de su diferencial total, basado en ol empleo 
de las integrales curvilíncas (es decir, un procedimiento más de integración 
de la diferencial exacta). Como contorno de integración € so tora la línea 





Fig. 102 


quebrada PpP,M (Sig. 102), donde P, (xo; vo) es un punto fijo, M (%; y) un punto 
variable, En este caso, a lo largo de PyP,, tenemos que y=Yp y dy=0, 
mientras que a lo largo de P¿M%, tenemos que dz—0. Obtenemos: 


(0 
U (2, y) —U (o, Yo) = Pl, yd+Q(7, Ndy= 
(pi Up) 
¿ Y 
(Pte 09d + 1] 06004. 
*o Yo 


Análogamente, integrando sobre la línea quebrada PPM, tenemos: 


Y * 
0 (e 00 (20, 0=) Qt 9dy + | Pte y) dz. 
ñ E 


Ejemplo 3. (47+2y) dx+(22—6y) dy=dU. Hallar U. 


Solución. Aquí, P(e,y)=4x+2%y y Qíz.Y 
tiempo que, evidontemonte, se cumplo la condición ( 
Entonces, 


al mismo 
O Yo=0. 





x y 
U(e, 2-1 de dep X (22—6y) dy 4C=20%420y—3 240, 
h v 


o bien, 
y E 
Un, y= Ñ —by dy + $ (47 +-2y) di C= —3y? 42024229 4. 
$ ó 


donde C=U (0; 0) es una constante arbitraria. 
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4. Fórmula de Green para ol plano. Si C es la frontera 
del recinto S y las funciones P(z, y) y Q(z, y) son continuas, junto con 
sus .derivadas parciales de 1” orden, on cl recinto cerrado S-+C, se veri- 
fica la fórmula de Green 


p> dr+Qdy= 1 EE) dudy, 


donde cl sentido del recorrido del contorno € se elige de forma que el 
recinto S quede a la izquiorda. 

5% Aplicaciones do las integrales curvilíneas 1) El 
área limitada por un contorno corrado C, es igual a 


Ses rte 


(el sentido dol recorrido del contorno debe elegirse contrario al movimiento 
de las agujas dol reloj). 
Más útil para las aplicaciones es la siguiento fórmula 


s-5 $410) =hbea (2) > 
Cc e 


2) El trabajo de una fuerza, cuyas proyecciones sean X=X (z, y, 2), 
Y =Y (2. y, 2), 2=Z (x, y, 2) (o correspondientemente, el trabajo de un 
campo do fuorzas), a lo largo del camino C, so exprosa por la integral 


e Xdx+Y dy+Z dz. 


Si la fuerza tiono potencial, es decir, si existe una función U= 
=U (x, y, 2) (función potencial o do fuorza) tal, que 
9U 0U gu 
IS 
el trabajo, indepondientemonto de la forma dol camino C, es igual a 
(xa; ya; 22) (a Ya 22) 
de Ñ Xdr+Y dy+Zdi= ¡ dU=U (22 y2,2)=U (81 Y 50), 
(ru Ya 1) vz 


dondo (2;, yy, =4) os el punto inicial y (za, Yz, za) el punto final dol camino. 


=2, 


A. Integrales curvilineas de primer tipo 
Calcular las siguientes integrales curvilíneas: 
2293. Ñ xwyds, donde C es el contorno del cuadrado 


Cc 
[=1+|y|=a (a>0). 
ds 


2294. | ==, donde € es un segmento de recta que une 
¿VERA iS qe 
entre sí los puntos O (0; 0) y A(1; 2). 
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2295. Ñ xy ds, donde € es el cuadrante de la elipse + La, 


é 
situado en el primer cuadrante. 


2296. $ y*ds, donde C es el primer arco de la cicloide 
e 
a=a (t—sent), y=a (í—cos1). 
2297. $ V23+y ds, donde C es el arco de la evolvente de la 
é 
circunferencia z=a (cos £ + t sen £), y == a (sen t—toost) [0<t< 21]. 
2298. $ (a? + y2) ds, donde € es el arco de la espiral logarít- 


e 
mica r=ae"v(m>0) desde el punto A(0; a) hasta el punto 
0 (—oo; 0). 


2299. Ñ (x+y) ds, donde C es el lazo derecho de la lemniscata 
1? =a* cos 2p. 
2300. | (z+z)ds, donde C es un arco de la curva 


e 


a e =18 l. 
a=t, y ER 2=19[0<t<1) 
2301. j > donde C es la primera espira de la hélice 


circular z=acost, y=asent, z=bt, 


2302. Ñ V2YFz2 ds, donde C esel círculo 2? + y?+2%= a, z=y. 
Cc 

2303*, Hallar ol área de la superficie lateral del cilindro parabólico 
y=ia, limitada por los planos z=0, z=0, 2=x, y=68. 

2304. Hallar la longitud del arco de hélice cónica C, 
x=ae' cost, y=ae'sent, z=ae', desde el punto O (0; O; 0) hasta el 
punto A (a; 0; a). y 

2 

2305. Determinar la masa del contorno de la elipse FrF=1 
si su densidad lineal en cada punto M(x, y) es igual a |yl. 

2306. Hallar la masa de la primera espira de la hélice circu- 
lar z=acost, y=asent, z=bt, si la densidad en cada punto es 
igual al radio vector del mismo. 


2307. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del 
semiarco de la cicloide 


x=4a(t—sent), y=a(1—cost) [0<t<a1). 
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2308. Hallar el momento de inercia, con respesto al eje OZ, 
de la primera espira de la hélice circular x=acost, y=asent, 
z=bl. 

2309. ¿Con qué fuerza iniluye la masa M, distribuida con 
densidad constante por la circunferencia 224 y2=a%, 2=0, sobre 
la masa m, situada en el punto A(0; 0; b)? 


B. Integrales curvilíneas de segundo tipo, 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas: 
2310. Ñ (22—2xy) de + (22y + y?) dy, donde AB es el arco 
An 
de la parábola y=x* que va desde el punto A(1; 1) hasta el 
punto 2 (2; 4). 





Fig. 103 


2311. | Cay) dz+=dy, donde C es el primer arco de la 
ld 
cicloide z=a((—sent), y=a(1—cost) recorrido en el sentido 
del crecimiento del parámetro ?. 


2312. K 2xy dr—x* dy, tomándola a lo largo de los diferentes 
CA 
caminos, que parien del origen de coordenadas O (0; 0) y que 
finalizan en el punto A(2; 1) (fig. 103): 
a) sobre la recta OmA; , 
b) sobre la parábola Ona, cuyo eje de simetría es el eje OY; 
ec) sobre la parábola OpA, cuyo eje de simetría es el eje 0X; 
d) sobre la línea quebrada OBA; 
e) sobre la línea quebrada OCA. 


2313. Ñ 2xydx+x?dy, en las mismas condiciones que el 


OA 
problema 2312. 
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(244) dx — (ey) dy 
2314*. $ y 
cunferencia 2?+y2*= a? en sentido contrario al de las agujas del 
reloj. 


2315. fuda42dy, donde € es la mitad superior de Ja elipse 
£ 


, tomándola a lo largo de la cir- 


x=acost, y=bsent, quese sigue en el sentido de las agujas del reloj. 
A 
AB de la biscctriz del segundo ángulo coordenado, si la abscisa 
del punto A es igual a 2 y la ordenada del punto 2 igual a 2. 
2317. ques , donde € es el lazo derecho de la lemnis- 
ay 
cata 72= a? cos 2p, que se sigue en el sentido contrario al de las 
agujas dol reloj. 
2318. Calcular las integrales curvilíneas do las expresiones 
diferenciales exactas siguientes: 
(2,3 (150 (150 
a) | zdy+ydz,b) | zdr+ydyo) | (e+y) (de+dy), 
(52 (034) (0; 0) 
O 
d) 12 (por un camino que no corte al eje OX), 
(162) , 


2316. Ñ cos y de —sen x dy, tomándola a lo largo del segmento 





(0 
ñ 
e) dav. (por un camino que no corte a la recta z+y=8), 


2+y 
+ 
(ra; Ya) 

DÍ ear. 
tan y) 


2319. Hallar las funciones primitivas de las expresiones 
subintegrales y calcular las siguientes integrales: 


0) 
a) | (4429) 424 (Guy? 5y) dy, 
(2-1) 
(1,0) 
h) Ñ Aa (el camino de integración no se corta con la 
(01) 


recta y =2), 
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(31) 
c) Ñ A (el camino de integración no se corta 
(0650 
con la recta y= —2), 
YO 


d Vw +4) a + (a+) 


(0; 0) 





2320. Calcular la integral 
he $ 2 A 
Vitahi? 
tomándola en el a de las agujas del reloj, a lo largo del 
cuarto de la elipse H E + Ls, que se encuentra en el primer 


cuadrante. 
2321. Demostrar, que si f(u) es una función continua y C es 
un contorno cerrado «regular a trozos», la 


HF (2 +y0) (2 do+ y dy)= 
Cc 


2322. Hallar la función primitiva U, si: 
2) du=(27+3y) de + (8x—4y) dy 
b) du=(32*—2xy + y?) de —(2?*— 2xy + 3y?) dy; 
e) du=e*Y[(1 +2 + y) de + (1 —2—y) dy); 
d) du= 5 + z 

Calcular las siguientes integrales curvilíneas, tomadas a lo largo 
do curvas en el espacio: 


23. Ñ (—2)de+(2—2) dy +(2—y de, donde € es una 


¿ 
espira de la hélice circular 
zT=Aacost, 
y=Aasent, 
z=bt, 


correspondientes a la variación del parámetro + desde 0 a 2n. 
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2324. hyda+ady42 dz, donde € es la circunferencia 
$ 


y=R cosa sent, 


x= Rc0sa.cos t, 
2=R sena (a =const), 


recorrida en el sentido del crecimiento del parámetro. 
2325. Ñ xy dx+y2zdy+22 dz, donde OA es el arco de la cir- 
da 
cunferencia 12 +y?4+21=2Rx, z=x, situado por el lado del plano 
XOZ, donde y>0. 
2326. Calcular-las integrales curvilíneas de las diferenciales 
exactas siguientes: 
(6; 4; 8) 
a) zdx+ydy—z dz, 
(5 08) : 
(a; b; 0) 
b) yz da +20 dy + xy dz, 
(15141 





3; 4 5) 
ós Ñ ALEA 
bo VEFIES 


(= ES 
a) yzdx+4 2% dy +xy dz 


a (el camino de integración está 


«11 
situado en el primer octante). 
B. Fórmula de Green 


2327. Valiéndose de la fórmula de Green, transformar la inte- 
gral curvilínea 


1I=YV FP do4y [2 +10(24 12419) dy, 
€ 


donde el contorno C limita un recinto $, 
2328. Aplicando la fórmula de Green, calcular 


1 Ha r+und+ (+0 ay, 
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dondo C os el contorno do un triángulo, cuyos vértices están en 
los puntos 4 (1; 1), B (2; 2) y C(1; 3) y que se recorre en sentido 
positivo. Comprobar el resultado obtenido, calenlando la integral 
direclamonbe. 

2329. Aplicando la fórmula de Green, calcular la integral 


$—eyis+aptas, 
e 


dondo C es la circunferencia 2*-+ y?=R?, que se recorre en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 

2330. Por los puntos A(1;0) y B(2;3) se ha trazado una 
parábola Amb, cuyo eje coincide con el eje OY, y su cuorda 
es AnB. Hallar la * 


h (2+y d2—(2—y dy 
AmBna 
diroctamente, aplicando la fórmula de Green. 
2331. Flallar la Ñ eW[y2dx+(14+xy) dy], si los puntos 4 


AB 
y B están situados on el eje OX y el área, limitada por el camino 
de integración AmB y por el segmento AB, es igual a $. 


2332*. Calcular la pal te E Examinar dos casos: 
y my 
e 


a) cuando el origen de coordenadas está fuera del contorno C, 
b) cuando ol contorno rodea n veces el origen de coordenadas. 
2333**, Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces 


$ cos (X, n)ds=0, 
le 
donde s os la longitud del arco y n la normal exterior. 
2334. Valiéndose de la fórmula de Greon, hallar la integral 
I= $ lucos (X, n) + y sen(X, n)] ds, 
pe 
donde ds es la diferencial del arco y nm, la normal exterior al 


contorno C. 
2335*, Calcular la integral 


E 
y ty” 
e 
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tomada a lo largo del contorno del cuadrado que tiene sus vértices 
on los puntos A(1; 0), B(0:1), C(—1;0) y D(0; —1), con la 
condición de que el recorrido del contorno se haga en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 


D. Aplicaciones de la integral curvilinea 


Calcular el área de las figuras limitadas por las siguientes 
curvas: 


2336. Por la olipse z=acost, y=bsent. 
2337. Por la astroide z=-ac0s3+, y=asen? t, 
2338. Por la cardivide x==-« (2cos!—cos 21), 


y =4 (2 sen t —sen 2£). 


2339*, Por el lazo del folium de Descartos 2*+y*—3azy = 
=0 (a >0). 

2340. Por la curva (2+y)=azxy. 

2341*. Una circunferoncia de radio r rueda sin resbalar sobre 
otra circunferencia fija, de radio /?, corsorvándose siempre fuera 


de ella. Suponiendo que se sea un número entero, hallar el área 


limitada por la curva (epicicloide) que doscribe cualquiera de los 
puntos de la circunferencia móvil. Analizar el caso particular en 
que 7=R (cardioide). 

2342*. Una circunferencia de radio r rucda sin resbalar por 
otra circunforencia fija, de radio J?, permancciendo siempre dentro 


de ella. Suponiendo que 5 soa un número entero, hallar el área 


limitada por la curva (hipocicloide) descrita por cualquiera de los 
puntos de la circunferencia móvil. Analizar el caso particular en 


que r=A (astroide). 


2343. Un campo está engendrado por una fuerza de magnitud 
constante F, que tiono la dirección del semieje positivo OX. Hallar 
el trabajo de dicho campo, cuando un punlo material describe, en 
el sentido de las agujas del reloj, el cuarto del círenlo «*4-y2= 2 
que se encuentra en el primer cuadrante. 

2344. Hallar el trabajo que realiza la fuorza de gravedad al 
trasladar un punto material de masa m, desde la posición 
A (zi; Yaz 31) hasta la posición B (x2; y2; zo) (el ojo OZ está dirigido 
vorlicalmente hacia arriba). 

2345. Hallar el trabajo de una fuerza olástica, dirigida hacia 
el origen de coordenadas, cuya magnitud es proporcional al ale- 
jamiento del punto respecto al origen de coordenadas, si cl punto 
de aplicación de dicha fuerza describe, en sentido contrario al de 
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las agujas del reloj, el cuarto de elipse +1 situado en el 


primer cuadrante. 

2346. Hallar la función potencial de la fuerza R(X, Y, Z)3 
y determinar el trabajo de dicha fuerza en el trozo de camino 
quo se da, si: 

a) X=0, Y =0, Z=-—mg (fuerza de gravedad) y el punto 
material se desplaza desde la posición A(x,, yy, 21) a la posición: 
B (Lo, Ya 2); 

») a E, Y= E, 1=-%, donde p=const y 


r=VE+yFz2 (fuerza de atracción de Newton) y el punto mate- 
rial se desplaza desde la posición 4(a,b,c) hasta el infinito; 

c) X=—lx, Y =—Ny, Z=—k%z, donde k=const (fuerza 
elástica), estando el punto inicial del camino en la esfera 
aqy4zr=R? y el final on la esfera 224 y2+2=r? (R>r). 


$ 10. Integrales de superflcle . 


1. Integrales de superficie de primer tipo. 
Sea f(<, y, z) una función continua y ¿=Q (x, y) una suporficio regular S. 

La integral de superficie de primer tipo ropresenta de por sí el límite 
de la suma integral 


n 
Uria y, 2245= lim Y) /(er Yo 2) AS, 
de neo 
Ss i=4 
donde AS; es el área de un elemento ¿ de la superficie S, al que pertenece: 
el punto (xi, Yi z1); el diámetro máximo de estos elementos en que se 


divido la superlicie tiendo a coro. 
El valor de esta integral no depende del lado de la superficie S que se 


elija para la integración. 

Si la proyección o de la superficio 5 sobre el plano XOY es uniformo, 
es decir, que cualquier recta paralela al ejo OZ corta a la superficie Y en 
un solo punto, la correspondiente integral de superficie de primer tipo se 
puedo calcular por la fórmula 


SS 164 mas= om o MVT DF D dad. 
Ss (0) 
Ejemplo t. Calcular la integral de superficio 
$ etv+aas, 
s 
donde S es la superficie dei cubo 0<z<1, 0<y<1, 0<z<1. 


Calculamos la suma de las integrales de superficie tomadas sobre la cara. 
superior del cubo (z==1) y sobre la Cara inferior del mismo (z=0) 


38 14 14 
! V+uinazay +A leer do =f oa 
0 00 E] 
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Es evidente, que Ja integral de superficie que se husca será tres veces 
mayor e igual a 


$ $ (+y+2)48=9. 
sg 


2. Integral de superficie de segundo tipo. 
Si P=P(z, y, E Q=Q(z, y, 2) y R=R(z, y, 2) son funciones continuas 
y St es la cara de una superficie regular S que se caracteriza por la direc- 
ción de la normal m(cosa, cosf, cos y), la correspondiente integral de 
superficie de segundo tipo se expresa de la forma siguiente: 


$ $ P dy dz+0 di de +R dz dy = $ Ñ (P cos a+ 0 cos B-+R cos y) ds. 
s+ s 

Al pasar a la otra cara S” de la superficie, esta integral cambia su 
_signo por el contrario. . 

Si la superficie $ está dada de forma implícita, F(z, y, 2)=0, los 
«cósenos directores de la normal a esta superficie se determinan por las 
fórmulas 

O E AA 

oz > 7 OA O 7 

Or ya Or ya OF yA 

(+ (5) 

y el signo que se ponga delante del radical dede elegirse de acuerdo con la 
cara de la suporficio S quo se tome. 

3%. Fórmula e Stockes. Si las funciones P=P(x, y,z), 
Q=0 (2, y, 2) y R=R(z, y, 2) tienen derivadas continuas y C es un con- 
somo csEEadO; que limita una superficie bilateral S, se verifica la fórmula 

le Stockes 


donde 


$ rar+Qdy4 Rd 

ll 

= $ $ (5-2) cos L-E) cosp+ (LL) cos y] ds, 
s 


donde cosa, cosf y cosy, son los cosenos directores de la normal a la 
superficie S, debiendo determinarse la dirección de la normal de tal forma 
que, desde ésta, el recorrido del contorno € se efectúe en sentido contrario 
al que siguon las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas do mano 


derecha). 
Calcular las siguientes integrales de superficie de primor tipo: 
2347. + y?) dS, donde S es la esfera 2*+y24+22=a2 
Ss 


2348. var PdS, donde S es la superficio lateral del 
Ss 
a 
cono F+%-5-=0 10<z<b]. 
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Calcular las siguientes integrales de superficie de segundo 
tipo: 
2349. $$ uzdy da-+ as dede +2y de dy, donde S os la cara 


Ss 
exterior de la superficie del tetraedro limitado por los planos 
a=0, y=0, z=0, 2+y4+z=4. 
2350. zada, donde S es la cara exterior del elipsuide 
«5 
ma EN 


e 


2351. Ñ $ 22 dy dz y? de du +22 dz dy, donde S os la cara exte- 


S 
rior de la superficie de la semiesfera x2-- y? 4 22=a* (3:>0). 
2352. Hallar ln masa de la superficio dol cubo 0<zx<1, 
0Ox<y<t, 0O<z<1, si la densidad superficial en el punto 
M (2; y; 2) es igual a xyz. 
2353. Determinar las coordenadas del centro do gravedad de la 
cápsula parabólica homogénea az==*+y" (0<2<a). 
2354, Hallar el momento de inercia de la parte de superficie 


lateral del cono ¿=Y 24 Py [0< 2h] con respecto al oje OZ. 
2355. Valiéndose de la fórmula de Stockes, transformar las 
integrales: 


a) Hl*—ya) de + (922) dy + (2*—ay) de; 
e 


b) $ydi+zdy+x dz. 
c 


Aplicando la fórmula de Stockes, hallar las integrales que se 
dan a continuación y comprobar los resultados calculándolas 
directamente: 

2356. h(y+2) de + (242) dy +(2+ y) de, donde C es la ciroun- 

El 
ferencia 22 y y zi=a?, + y+2=0 
2357. $u —2) d+ (2—23) dy + (2—y) dz, donde C es la elipse 
c 
24 yt, r42=1. 
2358, $ ade (24 y) dy+(0+ y +2)dz, donde C es la curva 


al y=acost, z=4 (sen £-+cos1) [0<£<2a]. 
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2359. $ y dr+2?dy+x*dz, donde ABCA es el contorno 
ABCA 
del id con los vértices en los puntos A (a; 0; 0), B (0; a; 0) y 
C (0; 0; a). 
2360. ¿En qué caso la integral curvilínea 


I=$Pd4+0Qdy+Rdz 
Cc 


será igual a cero, para cualquier coutorno cerrado C? 


$ 11. Fórmula de Dstrogradski-Bauss 


Si S es una superficie regular cerrada, que limita un volumen V, 
y P=P(2,y, ela Q=0Q (7, y, 2) y R=R(z, y, 2) son funciones continuas, 
Junto con sus derivadas parciales de 1? orden, en el recinto cerrado V, se 
verifica la fórmula de Ostrogradski-Gauss 
IP, 0Q , OR 
15 (P cosa +0 cosB+R cos y) dS= $ N (+ e) es dvds, 
( 


donde cosa, cos f$ y cos y, son los cosenos directores de la normal exterior 
a la superficio 5. 


Valiéndose de la fórmula de Ostrogradski-Gauss, transformar 
las siguientes integrales de superficie, sobre las superficies cerra- 
das S, que limitan el volumen V (donde cosa, cosf y cosy, 
son los cosenos directores de la normal exterior a la superficie S). 


2361. Ñ $ xy de dy + yz dy d2+ z2 dz de. 
Ss 

2362. $ Ñ 22 dydz+ y? dzdz+ 2 du dy. 
s 


2.00s A-+ y cos f+-z cos 
2363. ÚS E ds. 


2364. $ $ (HE cosa+qecosp+ E cosy) ds. 

Váltcadoso de la fórmula de Ostrogradski-Gauss calcular las 
siguientes integrales de superficie: 

2365. ES dy dz+y?*dzdx+2*dzdy, donde S es la cara ex- 
terior de de superficie del cubo 0<z<a, 0<y<a, 0Ó<z<a, 


2366. Vf e dyas + y dz dz+2dz dy, donde S es la cara exte- 
S 


201016 
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rior de la pirámide limitada por las superficies 1+y+4-2=A4, 
2=0, y= 
2367. Ñ K edyda+y da d+ 2 dz dy, donde S es la cara 


=D) 





exterior de la esfera *+y?4+22=a2, 
2368. $ $ (22cosa + y? cos p-+2*c0s y) dS, donde S es la super- 


s 
ficie exterior total del cono 
Fra w4>0 [0<z2<b). 


2369. Demostrar, que si S es una superficie cerrada y 7 cual- 
quier dirección constante, 


$ Ñ cos (n, 1) 4S=0, 
S 
doude n es la normal exterior a la superficie $. 
2370. Demostrar, que el volumen V, limitado por la super- 
ficie S, es igual a 


v=+ $ Ñ (2 cos a+ y cos fp 4-2 008 y) dS, 
Ss 
donde cosa, cosf y cosy, son los cosenos directores de la normal 
exterior a la superficie $. 


$ 12, Elementos de la teoria de los campos 


4? Campo escalar y campo vectorial. El campo escalar 
so determina por una función escalar del punto u=f(P)=f(z, y, 2), donde 
P(z, y, 2) es un punto del espacio. Las superficies f(z, y, 2)=C, dondo 
C=const, se llaman superficies de nivel del campo escalar. 

El campo vectorial se determina por la función vectorial del punto 
a=a (P)=a (r), dondo P es un punto en el espacio y r=18t-+yW 42d es el 
radio vector del punto P. En forma coordenada «a =axt-+ayd+azt, donde 
ag=ax(Z, Y, 2), 4y=4y (2 Y, 2), a2=a¿(2, y, 2), son las proyecciones del 
vector a. sobre los ejes de coordenadas. Las líneas vectoriales (líneas de 
fuerza, líneas de corriente) dol campo vectorial se deducen del sistema de 
ecuaciones diferonciales 


dz dy _ de 
Ez Uy 87" 


El campo oscalar y vectorial que no depende del tiempo ?, se Mama 
estacionario, mientras que el que depende del tiempo, no es estacionario. 
2. Gradiento. El vector 


9U du, 9U 
ATEO A 
grad UG y Th = VU, 
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0 ó 0 , P 
dondo Y =4-7 +4 3, le zz. es el operador de Hamilton (nabla), recibo el 


nombre do gradiente del campo U =f(P) en el punto P (véase el cap. VI. $ 6), 
El gradiente está dirigido por la normal n a la superficie de nivel en el 
punto P, en el sentido del crecimiento de la función YU, y tiene una lon- 


gitud igual a 
AV 


Si la dirección se da por el vector unitario 2 (cosa, cos f, cos y), 
entonces 








Ej 0U du 
e =grad U-.l=grad; ONU 0Ó8 B+=377 os y. 


(Derivada de la función U en la dirección 1). 
3% Divergencia y rotor. Se llama divergencia de un campa. 
vectorial a (P)==axt-+-ayd bak, el oscalar 


10% Ds. y > 1 0 
de YA 

Recibe el nombre de rotor de un campo vectorial a (P)=ayt-+ayS +0, 
el vector 


rota (He 2) 4 (% 2 (E Ss 75) Y xa. 





4. Flujo del voctor. Se denomina flujo del campo vectorial 
«(P), a través de la superficie S, en el sentido determinado por el vector 
unitario do la normal n.(cosa, cos f, cos y) a dicha superficio S, la integral 


MN ands= Y 4ndS= N (a, COS ay cos f-+ a, cos y) dS. 


St S es una superficio cerrada, que limita un volumen Y, y mn es el vector 
unitario de la normal exterior a la superficie S, será válida la fórmula de 
Ostrogradski-Gauss,, cuya forma vectorial es 


$5 ends = $ ' $ div a dz dy dz 


Y 
$ e) 


5%. Circulación dol vector; trabajo dolcampo. La inte- 
gral lineal del vector « sobre la curva € se determina por la fórmula 


Ñ adr= Ñ as de= | azdo+aydy-+az dz w 
e e 


y representa de por sí el trabajo del campo «. alo largo de la curva € 
(as es la proyección del vector « sobre la tangente u C). 


20+ 
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Si la curva C es cerrada, la integral lineal (1) se llama circulación 
del campo vectorial e a lo largo del contorno €. 

Si la curva cerrada C limita una superficie bilateral $5, se verifica la 
fórmula de Stockes, cuya lorma vectorial es 


$e dr= MN nrotads= NN (rot A)n dS, 


donde n os el vector de la normal a la anperticia 5, cuya dirección deberá 
elegirse de tal modo, que para el observador que mire en el sentido de a, 
el recorrido del contorno C se efectúe en dirección contraria a la que 
alguen las agujas del roloj, cuando el sistema de coordenadas os de mano 
lerecha. 

6%. Campo potencial y campo solenoidal. Un campo 
vectorial e (») se lama potencial, si 


a=grad U, 
donde U=f (r) es una función escalar (potencial del campo). 
Para que sea potencial un campo «a, dado en un recinto simplemente 


conexo, es necesario y suficiente que « sea ¿irrotacional, os decir, que rot 
«=0. En esto caso existe un potencial U, que se determina por la ecuación 


dU=0zd24aydy+a, de. 


Si el potencial U es una función uniformo, se tiene | aaa - 


A, 
—U (4); en particular, la circulación del vector « será igual a cero; 


$aér=o. 
Cc 


Un campo vectorial «(») se llama solenoidal, si en cada punto del 
campo la div a=0; en esto caso, el flujo del vector a travós de cualquier 
suporficio cerrada será igual a cero. 

Si el campo es a la vez potencial y solenoidal, se tiene div (grad U)=0 
y la función Por aa es decir, satisface a la ecuación 

O: 
de da ar =0, o sea AU =0, donde A=Y3==3 3 + 
+ Let dar es ol operador de Laplace. 


2371, Determinar las superficies de nivel del campo escalar 
U=f(v), donde r=Y122+y242?%. ¿Cuáles serán las superficies 
de nivel del campo U =P (p), donde p=V 1*+ y? 

2372. Determinar las superficies de nivel del campo escalar 





U =aresen ==. 
Yap 

2373, Demostrar, que las líneas vectoriales dol campo vecto- 
rial a(P)=c, donde e es un vector constante, son rectas parale- 
las al vector e. 
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2374. Hallar las líneas vectoriales del campo a= —oy¿4 0zj, 
donde «w es úna constante. 

2375. Deducir las fórmulas: 

a) grad (CU +C,V)=C, grad U +C, grad V, donde C, y C2 son 
constantes; 

b) grad (UV) =U grad V +-V grad U; 

e) grad (U2) =2U grad U; 

d) grad (+) E Ygrd0 Derdr. 


e) grad y (0) =q' (U) gradU. 

2376. Hallar la magnitud y la dirección del gradiente del 
campo U=2%-+4+1y9+425—3xyz en el punto A (2; 1; 1). Doterminar 
en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje OZ 
y en cuáles es igual a cero. 

2377. Calcular el grad U, si U es respectivamente igual a: 


ar bro) td) 10) 0=VF FF). 
2378. Hallar el gradiente del campo escalar U=cr, donde e 


es un vector constante. ¿Cuáles serán las suporficies de nivel de 
este campo y cómo están situadas respecto al vector e? 


2379. Hallar la derivada de la función UA en 


un punto dado Pz, y,z,), en la dirocción del radio vector + de 
este punto. ¿En qué caso esta derivada será igual a la magnitud 
del gradiente? 


2380. Hallar la derivada de la función u=1 en la dirocción 


Z£cos a, cos, cos y). ¿En qué caso osta derivada es igual a cero? 
2381. Deducir las fórmulas: 
a) div(C,¡a,+C24)) =C, diva, +Czdivas, donde C, y Ca son 
constantes; 
+. h) div(Ue) =gradU-e, donde e es un vector constante; 
e) div(Ua) =grad U-a+U diva. 
2382. Calcular la div (2). 


2383. Hallar la div a para el campo vectorial central a(p)= 
=1(1) E, donde r=/ PFP EZ. 

2384. Deducir las fórmulas: 

a) rot (C,a; + Ca) =C, rota, +C2rotaz, donde €, y Cy son 
constantes; 

bh) rot(Ue) =grad U x e, donde e es un vector constante; 

o) rot(Ua) =gradU x a4U rota. 


310 Integrales múltiples y curvilineas 





2385. Calcular la divergencia y el rotor del vector a, si a es 
igual respectivamonto a: a) +; b) re y c) £(r)e, dondo e es un 
vector constante. 3 

2386. Hallar la divergencia y el rotor del campo de las velo- 
cidados linoalos de los puntos de un cuerpo, que gira con una 
velocidad angular w constante, alrededor del eje OZ en dirección 
contraria a la que siguen las agujas del reloj. 

2387. Calcular el rotor del campo de las velocidades lineales 
v=0wXr de los puntos de un cuerpo, que gira con una velocidad 
angular «w constante, alrededor de eje determinado que pasa 
por el pasa do coordenadas. 

2388. Calcular la divergencia y el rotor del gradiente de un 
campo escalar U. 

2389. Demostrar, que div (rot «)==0. 

2390. Valiéndose del teoroma de Ostrogradski-Gauss, demostrar 
que el flujo del vector a=1, a través de una superficie cerrada, 
que limita un volumen arbitrario v, es igual al triplo de este volumen. 

2391. Hallar el flujo del vector », a través de la superficie 
total del cilindro 2?+y9<R?, 0<2<H. 

2392. Hallar el flujo del vector a=%4i+yYj+2%k a través 
de : a) la superficie lateral del cono Hch 0<:2<H; 

b) la superficie total de este mismo cono. 
2393*, Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atrac- 








ción F=—“L de un punto de masa m, situado en el origen de 
5 g 


coordonadas, a través de una suporficio cerrada arbitraria que rodca 
a dicho punto. 

2394, Calcular la integral lineal del vector + a lo largo de una 
espira de la hélice circular z=XRcost; y=Rsont; z2:==ht, desde 
¿=0 hasta ¿=2x. 

2395. Valiéndose del teorema de Stockes, calcular la. circula- 
ción del vector a=x"y + j+zk a lo largo de la circunferen- 
cia 2-4 y?=R*; z=0, tomando en calidad de superficie el hemis- 
forio 2=/ REP yz 

2396. Demostrar, que si 4" es una fuerza central, es decir, que 
está dirigida a un punto fijo 0 y depende solamente de la distan- 
cia * hasta este punto: F=f(r)w, donde f(r) es una función 
uniforme continua, el campo será potencial. Hallar el potencial 
U del campo. 

2397. Hallar ol potencial U del campo de gravitación, que 
ongendra un punto material de masa m, situado en el origen de 


coordenadas: a= —3r- Demostrar, que el potencial U satisface 
a la ecuación de Laplace AU =0, 
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2398. Comprobar si los campos vectoriales que se dan a conti- 
nuación tienen potencial U y, si lo tienen, hallarlo: 


3) a= (51y—42y) ¿+ (Ba? 2) 4; 

b) a=yxi+21j+xuyk; 

0) a=(y4 a+ (eo) JH (a+ ph. 

2399. Demostrar, que el campo central espacial a=f(r)r será 
solenoidal sólo cuando f m=+, donde k=const. 


2400. ¿Será solenoidal el campo vectorial a. =r (e x 1), donde e 
es un vector constante? 


Capítulo VII 


SERIES 


1, Serles numéricas 


1%, Conceptos principales. Una serie numérica 


=Y (1 
n=1 





A AA 


so llama convergente, si su suma parcial 
$01 4434 ...dn 


tiene límite cuando n > co. El número S=lim $, recibe el nombro de suma 
noo 


de la serie y la cantidad 
Ba=S—Sn Op + angah ++ 
el de resto do la serie. Si ol límite lim S» no existe, la serie recibe el 
Toro. 


nombro do divergente. 
Si la serie es convergente, el lim a, =0 (condición necesaria para la con- 
n-+00 


vergencia). Poro la afirmación inversa no es cierta. 

Para que la serio (1) sea convergente es necesario y suficiente que para 
cualquier númoro positivo e se pueda encontrar un /V tal, que para n. > 
y para cualquier número positivo p, se cumpla la desigualdad 

Lenrihena+ + Fanyp] <e 
(criterio de Cauchy). 

La convorgencia o divergencia do una serie no se altera si añade o se 
suprime un número finito de términos. 

2”. Criterios de convergencia y divergencia de las 
series de términos positivos. 

8) l critorio de comparación. Si 0<a,< bn, a partir do un 
determinado n==ng, y la seríe 


bi+da 4. Hd... Y) bm (2) 
n=1 


os convergento, la sorio (1) también será convorgente. Si por el contrario, 
la seríe No) es divergente, la serie (2) también lo será. 
En calidad de serios comparativas es muy cómodo tomar, en particular, 
la progresión geométrica 
Za (+0, 
n=0 
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que es convergente cuando |9|<1 y divergente cuando |g|>1, y la serie 
armónica 


¡Me 
a|- 


que es divergente. 
Ejemplo 1. La serie 


Pa 1 
mtiatrato tz 








es convergente, ya que aquí 


1 1 
Hr 
y la progresión geométrica 
e 
SY 
pam* 
n=1 


cuya razón es a es convergente. 


Ejemplo 2. La serie 


ln2 , In3 Inn 
o 





+... 





es divergente, ya que su término general pia es mayor que el término 
correspondiente -1- de la serio armónica (que es divergente). 


b) Il criterio de comparación. Si existe un lim 52 finito 
no On 
y diferente do cero (en particular, si an — bn), las series (1) y (2) son con- 
vergentes o divergentes simultáncamente. 
Ejemplo 3. La serie 





1,1 
Izrgt+ 
es divergente, ya que 
4 1 1 eS 
Jm (5) 70 





y la serie cuyo término general es 2 us divergento. 


Ejomplo 4. La serie 





Y 1 1 1 
mitra ttm te 
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es convergente, porque 


¿a 14 
lim (5) 0 


no 


y la serie cuyo término general es + es convergente. 


c) Criterio de D'Alembert. Cuando a, >0 (a partir de ún doter- 
minado n=np) y existe ol límite 
lim 21 =g 
no Un 
la serie (1) será convergente, si g<1, y divergente, si g>1. Cuando g=1, 
la convorgencia de la serie queda sin esclarecer. 
Ejemplo 5. Investigar la convergencia de la sorio 
1 3 5 2n—1 
e ul e LS 


Solución. Aquí 








2n—t 2241 
ad, 
y 
14.1 
Si 1 ED A y EN 
A A E 


Por consiguiente, la serie dada es convergente. 
d) Criterio do Cauchy. Cuando 2, >Ú0 (a partir de un término 
determinado n=np) y existe el límite 


lim Y2=3, 
Pe 


la serie (1) es convergente, si g<1, y divergento, si yg >1. En el caso en 
que q==1, la convergencia de la serie quode sin esclarecer. 

e) Criterio integral de Cauchy. Si a =f(m), dondo_ la fun- 
ción f (z) es positiva, monótona decreciente y continua cuando z>4>1, 
la sorie (1) y la intogral ' 


co 


Ñ taras 
y 
son convergentes o divergentes simultáneamente, 
Valiéndose del criterio integral se demuestra que la serie de Dirichlet 
E 
o A 
a e 
n=1 
es convergente, si p>1, y divergonte, si p<<1. La convergencia de muchas 


serios se puede investigar comparándolas con la correspondiente serie do 
Dirichlet (3). 
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Ejemplo 6. Investigar la convergencia de la serie 





E | 1 
y tattoo tamoate 
Solución. Tenemos: 
a Me ds 
n= Tn—1) Tn 4 DT 
ea 


Como la serie de Dirichlet cuando p=2 es convergente, basándose en el 
II criterio de comparación puedo afirmarse que la serie dada tambión es 
convergente, 

39. Criterio de convergencia de las series de térmi- 
nos positivos y negativos. Si la serie 


la ltla + +lani+-... (4) 


formada por los valores absolutos de los términos de la serie (1) es con- 
vergente, la serie (1) tambión es convergente y recibe el nombro do absolu- 
tamente convergente. Si por el contrario, la serio (1) es convergente, mien- 
tras que la (4) es divergente, la serio (1) so llama condicionalmente conver- 
gente. 

Para averiguar si la serio (1) es absolutamente convergente pueden 
emplearse para la serie (4) los ya conocidos criterios do convergencia de las 
series de términos positivos. En particular, la serie (1) será absolutamente 
convergente, sí 


ns 
Un 


lim 
10 











<to lim YT |<t. 
mo 


En el caso general, de la divergoncia de la serie (4) no se desprende la 


divergencia do la serie (1). Pero si el lim tel o bien el 
OS 


lim vi aa] >1, entonces será divergente no sólo la serie (4), sino también 
nooo 


la serie (1). 
Criterio de Loibniz. Si para una serie alternada 


by—ba4+b3—04+---(0n >0) (5) 
se cumplen las condiciones: 1) by >2>03>.-.3 2) lim D,=0, la serio (5) 
+00 


sorá convergente. " 
Para el resto de la serie Ry, en este caso, será válida la acotación 


[Bn1< Bn+r 
Ejemplo 7. Investigar la convergencia do la sorie 


m1) 5 
O 


Solución. Tomamos la serie de los valores absolutos de los térmi- 
nos de la serie dada: 


AAA 
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n 
lim V 
no 


la serie dada cs absolutamente convergente. 
Ejemplo 8, La serie 


mb et. 





Como 





E a js 
27) ml a E a 





es convergonte, ya que se cumplen las condiciones del criterio de Loibniz. 
Pero converge no absolutamente (condicionalmente), ya que la serie 


A 


es divergonte (serie armónica). 

Obgorvación. Para que las series alternadas sean convergentes, no 
es suficiente que su término general tienda a cero. El critorio de Leibniz 
afirma únicamento, que la serio alternativa converge si el valor absoluto del 
término general de la misma tiende a cero monótonamento, Por 
ejemplo, la serie 


4 1 1 1 1 4 
Er A E O er E 


es divergente, a pesar de que su término general tiende a cero (la variación 
monótona del valor absoluto de esto término general, aquí, naturalmente, 


no so cumple). Efectivamente, en este caso Sa=5%+8%, donde 
z E! 1 , 1 1 'l) 
SS E 
y ol límito Liok Sá-+oo (Sk es la suma parcial de la serio armónica), mien- 
pe 
tras que el lira Sk oxiste y es finito (Sá es la suma parcial de la progresión 
+00 
geométrica, que es convergente), por consiguionte, a Sap=00. 
00 
Por otra parte, para que la serie alternada sea convergente, no es nece- 
sario que se cumpla ol criterio de Leibniz, ya que la soric alternada puede 
ser convergente, si el valor absoluto de su término general tiende a cero de 


forma mo monótona. 
Así, la serie 





La A 1 1 
ata a te 


es convergente, y además absolutamente, a pesar de que el criterio de Lejb- 
niz no se cumple, puesto que el valor absoluto del término general de la 
serio, aunque tiende a cero, no lo hace monótonamente. 

4” Series de términos complejos. La serie quo tiene por tér- 
mino genera lc, =a piba (12=-1) es convergento si, y sólo si, son convergentes 


simultáneamente las series de sus términos reales D] An Y D) dn y en este 
n=1 n=1 
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caso, 


Y n= Y anti Y) (6) 
n=1 n=1 n=1 


La serie (6) es indubitablemente convergente y se denomina absolutamente 
convergente, si converge la serie 


Y ten be y Vai+o, 


cuyos términos son los módulos de los de la serio (6) 

5”. Operaciones con las series. 

a) Cada uno de los términos do una serie convergente puede multipli- 
carse por un número cualquiera k, os decir, si 


att... +bant...=8, 


kay-hag+-.. kan +...=kS. 
b) Se entiende por suma (o resta) de dos sories convorgentes 
Atado ap. =Sp (7) 
A (8) 
la correspondiente serie 
(ay Eb) +0, 50)+- + Hl0n + bn) +++. =81 4 82. 
e) Se llama producto de las series (7) y (8), la serio 
abad dbente (9) 


dondo ca =0ybp +a9bn ++. Fanbr (n=1,2, ...). 

Si las series (7) y (8) son absolutamente convergentes, la sorio (9) tambión 
lo será y su suma será igual a 5152. 

d) si una serio es absolutamente convorgento, su suma no varía cuando 
se altora el orden de sus términos. Esta propiedad no tieno Ingar cuando la 
convergencia no es absoluta. 


Escribir la fórmula más simple del término enésimo de las 
siguientes series, de acuerdo con los términos que se indican: 


se tendrá 


E 1 

E MEDEL 
il Dr 1-3,1:3-5 

2402. ¿HAGA 208 ta 





ou apli OO Rd 
2410. 141434445444... 
2404. 14 AA 2 4 5 
3,6. 5,8 
2405. ititutat- 


CE 
2406. EE TALE DOS 
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En los problemas N% 2411-2415 es necesario escribir los 4 6 5 
primeros términos de la serie, partiendo del término general 4 
que ya se conoce. 





3n—2 1 
241. a = a z A Rp 
24+sen 22 cosna 
2442, a Y 2445. MOL cs ; 


2443, a = HE. 


Investigar la convergencia de las series siguientes, valiéndose 
de los criterios de comparación (o de la condición necesaria): 


AG. AA PA (A 





1/2 1 /(2y1 
2417. sae) HA + 
n+1 
2418. ic PP prE 
e CA A it 
AO Pta A+ 


AR. FA AA 





á E ol ; 

2421. atartar e A 

1 Ñ 

vr 3+ Ye yatma? asia Vn(n+1) ++ 
A 


YU. — 





2424. 1 
+ at Y +. 
2425. pa a+ tay” te 
2498 ¿Y Ya 
E +3V3 + ARTETA 


Valiéndose del criterio de D'Alembert, investigar la conver- 
gencia de las qe 


3 3n—1 
22 _S Hat 


z 2-5:8 2-5-8 ... (8n—1) 
eS at rra EE 
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Valiéndose del criterio de Cauchy, investigar la convergencia 
de las series: 


4 1 2q4 3yp n yan-t 

280 7+(5) +(5)+ +) + 

Investigar la convorgencia de las siguientes series de términos 
positivos: 


2431. +++ Pe + 5 





E! 1 
o e 


Bo Mo 1 

2433. atari t + $ Foo 
1,4,09 

E E ++ 

2435. rete GS 


2n+1 
2486. de rta > + = e FFAA 


2437, (+) / ee 


2038, (2 ys +(5 mis o) 


Ss 
2 sc A 


: 
240. A+ + 








5 


+... 





ho. 
2441. 





11 21 3 nt 
mtatapt bart 
; sx 
244Ó. O 


1 1-3, 1:35. y 135.. A. 
iaa rt 


sl a 21)2 e (uy? 
2044. 4ES EE decias 


-1002-1004 
«000 , 1002 Ms 


A A AE En 


1:47... (8n—2) 


2443. 








2445. 1000 + 
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Series 
2, 2-5:8 , 2:5:8-14-44.... (6n—T)(6n—4) 
2466. G+i5 3H PTA. E TC 
CC 1-5:9.... (4n—2) 
MA. ht 26-810... (4n—2 En —2) 
st ca 
2448, 44 Al y 





. 1.5-9 
2449, 35 TER IÓN 


2450. 2) aroson si 


Ya 


n=1 


2651. y senp + 


2452. s mn (1+2)- 


n=1 


2453. Nin EZ. 


a, 
2454. mai 





2455. 





2456. 


pa 
2457.) => 


r-lon-Ininn * 


n=2 


n=2 


2469. Domostrar, que la serie )) 


n= 





A 
a ViG+Da+2) 











2461. 2 re VR 
2462. Y) 

12 9 V7 aya Vn 
2463. y) —Y—. 
dd 2 (2n—1) (5 Y n—1) 
2464. E (1—cos E) 

n=1 
2465. y) 

i=n 

E 
2466. y») 

n=1 
2467. y En 

ni 
2468*, y E 

n1 


4 á 
alma * 
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1) es convergente, cualquiera que sea q, si p>1, y cuando 
q>1, si p=1; 

2) es divergente, cualquiera que sea q, si p<t, y cuando 
ast, si p=1. 

Averiguar la convergencia ¿de las siguientes series alternadas. 


Si son convergentes, comprobar si lo son absoluta o condicional- 
mente. 




















2070. 4 Ft 

O Y E a E 

01 A 

O A A 

EN 
»2 

A. A AE E 

2476. Maat 


Cain +A 
Ab=R) Aro Varias 
3 By (7y2 n/(2n+1yn 
am. ¿+ (7) (70) +0 (a) +-- 
3 3.5, 3-5:7 213-5-7 ... (2n-+1) 
208 At 
1 14, 1:47 








114 2 — y 7 60) 
A tra A te 
2480, 02 sen 20 sen na 


CET TO TEO 


2481. Y) (pr. 


n=1 


2 > —4yp 1 
20 241 1) TE 


2483. Cerciorarse de que el criterio de convergencia de 
D'Alembert no resuelve el problema del esclarecimiento de la 


211016 
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AS 
convergencia de la serie ); an, donde 
nf 


9h ga 
» U= En 





La TEE (k=1,2,...), 
mientras que con ayuda del criterio de Cauchy se puede comprobar 
que esta serie es convergente. 

2484*, Cerciorarse de que el criterio de Leibniz no es aplicable 
a las series alternativas a) —d). Comprobar, cuáles de estas series 
son divergentes, cuáles convergentes condicionalmente y cuáles 
absolutamente convergentes: 

1 4 1 1 1 





1 
5 Vi—1 Vita va va ZO 
a+ =>): 
VAF1-1 VEF1+1 





force ro 


Investigar la convergencia de las siguientes series de términos 
complejos: 








2485, y HE. 2489. Y) 2 ; 
2 Vit 
S 4 
sw. y ——. 
A (M+o Va 
ni 
4 S 1 
2887. Y upy"> IN 
n=1 n=1 
Q om SÓ y 2941 q» 
2488. y) E. 2492. 2 (335) 3 


n=1 
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2493. Entre las curvas u=h e u=z+, a la derecha de su 
punto de intersección, se han construido segmentos paralelos al 
eje OY y que guardan entre sí distancias iguales. ¿Será finita la 
suma de las longitudes de estos segmentos? 


2494. ¿Será finita la suma de las longitudes de los segmentos 
de que se habla en el problema anterior, si la curva Y=-=7 Se sus- 


tituye por la curva y=l: 


2495. Formar la suma de las series )) ES y YA E. 
n=1 n=1 
¿Será convergente esta suma? 
S 
2496. Formar la diferencia de las series divergentes Y _ 





n=1 


y Bu ES e investigar su convergencia. 
n=i 


2497. ¿Será convergente la serie que resulta de restar la serie 


Y 1 
Y i > -? 
== de la serie ? 


n=1 n=1 
2498. Buscar dos series tales, que su suma sea convergente 
y su diferencia divergente. 





2499. Formar el producto de las seri A y a 
p ries 2 y Y + 


ni 


Este producto ¿será convergente? 
m de A 1 
2500. Formar la serie (4 t+h+ o e y. ¿Será 
convergente esta serie? 
e 1 1 eS 
2501. Se da la serie “tq en + + +. Apre- 


ciar el valor del error que se comete al sustituir la suma de esta 
serie por la suma de sus cuatro primeros términos y por la suma 
de sus cinco primeros términos. ¿Qué puede decirse de los signos 
de estos errores? 

2502*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 


la serie 
SI COEN 


por la suma de sus n primeros términos. 
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¡ 2503. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
a serie 


1 1 1 
ii E 


por la suma de sus nr primeros términos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando n=10, 

2504**, Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


1 1 1 
e EI A 
por la suma de sus r primeros términos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando »= 1000. 


2505*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


2 4 am 
42 (Ea ne 
por la suma de sus n primeros términos. 
2506. ¿Cuántos términos de la serie > A hay que tomar 


pd 
para calcular su suma con exactitud desde 0,01 hasta 0,001? 


2507. ¿Cuántos términos de la serie > EA hay que tomar 


para calcular su suma con exactitud hasta 0,01, 0,001 y 0,0001? 
2508". Hallar la suma de la serie 


1 1 É 1 
1taatiat tape 


2509. Hallar la suma de la serie 


VIDA DA VA 


$ 2, Series de funciones 

1%, Campo de convergencia. El conjunto de los valores del 

argumento z, para los que la sorie de funciones 
tdt (0+ + ha (DA... 4) 
es convergente, se llama campo de convergencia de esta serie. L función 

S (2) = lim Sa (2), 

no 

donde Sn ak (1)+f(2)+..-+fn (2) y = perteneco al campo de conver- 


goncia, recibo el nombre suma do la serio, y Rn(1)=8 (2) Sn (2), el de 
Festo de la serie. 
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En los casos más simples, para determinar el campo de convergencia 
de la serie (1) basta aplicar a esta serie los conocidos criterios de conver- 
gencia, considerando z fijo. 

Ejemplo 1. Determinar el campo de convergencia de la serio 


1 24d, +1 , 

TE A €) 

Solución. Designando por medio de un el término general de la 
serie, tendremos 


[241/91 2% |2+11 
HARD Ta 





Punsil 
lim Tun | = lim 


mo bin Muro. 


Basándose en ol criterio de D'Alembert se puede afirmar 1 la serie es 
convergente (y además absolutamente convergente), si a <i, es decir, 


div. 








4 6 0 1 x 
Fig. 104 


si —3<zx<; la serie es divergente, si dera >1, es decir, si —00< 
<zx<—3 0 sili<z<o (fig. 104). Cuando z=1 se obtiene la serie 
armónica ges que es divergento, y cuando z=—3, la serie 


Ad que (de acuerdo con el criterio de Loibniz) es convergente 


(pero no absolutamente). 
Es decir, la serio converge cuando —3<x<1. 
2”, Series de potencias. Para toda serie de potencias 


codos (1d) +eg(e—a)t+ ben (2—ajtp o... 16) 


(cn y e son números reales) existe un intervalo (intervalo de convergencia 
Jz=a|<R con centro en el punto z=a, en cuyo intorior la serie (3 
es absolutamente convergente; cuando |z—«a|>R la serie es divergente. 
El radio de convergencia R puedo ser en casos particulares igual a 0 ya 00. 
En los puntos extremos dol intervalo de convergencia ==a + R puedo tonor 
lugar, tanto la convergencia, como la divergoncia de la serie de potencias. 
El intervalo de convergencia se determina generalmente por medio de los 
criterios do D'Alembert o de Cauchy, aplicándolos a la sorie formada por 
los valores absolutos de Jos términos de la serio dada (3). 
Aplicando a la serie de los valores absolutos 


[co l+lalizai+... Hen [lealn+... 
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los criterios de D'Alembert d de Cauchy, obtenemos respectivamente las 
siguientes fórmulas para el radio de convergencia de la serio de potencias (3): 


Sn 
Cas 


R= 





1 
—i— y R=lim 
im YToaT - 
pes 








No obstante, hay que emplesrlos con mucha precaución, ya que, frecuen- 
temonto, los límites que figuran en los segundos miembros de ostas fórmu- 
las no existen. Así, por ejemplo, si un conjunto infinito de coeficientes 
c, Se anula (lo que, en particular, ocurre cuando la serie consta solamente 
do términos do potencias pares, o solamento de potencias impares de (z—a)), 
no se pueden emplear las fórmulas indicadas. Debido a esto, se recomienda 
que, al determinar el intervalo de convergencia, se omplee el criterio 
de D'Alembert o el do Cauchy directamente, como su hizo más arriba al 
investigar la serio (2), sin recurrir a las fórmulas generales de determinación 
dol radio de convergencia. 
Si 2=x-+-iy es una variable compleja, para la serie de potencias 


codes) Head. hen (220 Eee. o) 


(6n,=4p iba, 29 =20 + iYo) existe un determinado círculo (círculo de conver- 
gencia) |z—zp|< KR con el centro en el punto z=zp en cuyo interior la 
serie us absolutamente convergento; cuando |¿—zo|>R, la serie es diver- 
onte. En los puntos situados en la misma circunferencia de esto círculo 
le convergoncia, la serie (4) puede ser tanto convergente como divorgonte. 
El círculo de convergencia se dotermina, AA. valiéndose de los 
criterios de D'Alembert o de Cauchy, aplicados a la serie 


leol+lcal 120 1+10a1- 122012 ++. +) cn]-le—z0M++.-, 


E términos son los módulos de los do la serie dada. Así, por ej., 
utilizando el criterio de D'Alembert es fácil obsorvar de que el círculo de 
convergencia de la serie 


241 (40%, (e 41yS 407 
e E 


n2n 


está determinado por la desigualdad |4-1|<2 (basta repetir las operacio- 
nes quo so hicieron en la pág. 288 para detorminar el intervalo de convor- 
goncia do la serie (2), y sustituir z por ). El centro del círculo de conver- 
goncia está on el punto ==-—4, y el radio R de esto círculo (radio de 
convergencia) os igual a 2. 

3” Convorgencia uniformo, La sorio de funciones (1) converge 
uniformemento en un intervalo determinado, si pura cualquier e>U 
se puede hallar un NV tal, que no depende de x, que cuando 2 >N, para 
todos los valores do zx del intervalo dado, se cumple la desigualdad 
| Rn (2)|< e, donde Ra (z) es ol resto de la seric dada. 

Silfa(2)|<cr (n=1, 2,...) para a<z<b y la serie numérica 

0 





Y] en es convergente, la serie de funciones (1) será absoluta y uniforme- 
n=1 
mente convergente en el segmento [a, b] (criterio de Weierstrass). 
La serio de potencias (3) converge absoluta uniformemente en cual- 
ques segmento situado dentro de su intervalo de convorgoncia. La serie 
lo potencias (3) se puede derivar e integrar término a término dentro de su 
intervalo de convergencia (cuando | —a|< R), es decir, que si 


Ca (0) Ho (20.4... en (2a)P+...=1 (2), (5) 
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entonces, para cualquier x del intervalo de convergencia do la serie (8) 
tenomos: 





ey +209(8—0)-+> +. Men (aa... =7! (2), (0) 
z : . : 
Ñ coda+ Ml e (24) dx4+ Ñ cole—atda+...+ Ñ elena... 
do do E do 


so x 

O. Ea Aa a € 

= $ A Hajdz (7) 
n=0 xo 

(el número zq también pertenece al intervalo de convergencia de la sorio (3) 

Además, las series (6) y (7) tienen el mismo intervalo de convergencia que 

la serie (3). 


Hallar el campo de convergencia de las series: 











.., > 
2510. Ai 2518. SN a 
e =1 
S n+1 1 9 0d 1 
5. Y (II 50. Y) tj 
n=1 =Í 
3 > 1 OYE 
A E 252. 2 aa 
nt n1 
ñ — sen (2n—1) 7 PR 
2513. a 252. IS 
5 z = 14) p-1 
q n 
2515**, Ss mz. 2523. s =. 
n-0 nui ? 
2516. D) (—L)"ensenz, 2524*, y) (+ 2) 
q n=1 
57. y. 
ni 





Hallar el intervalo de convergencia de las siguientes series de 
potencias e investigar la convergencia en los extremos de dicho 


328 Series 
intervalo: 
2526, Y 2. 2539. s AZ. 
n=0 n=1 
E ES an S ay 
2. 3 2540. Y 
Z gm ze 
2528. Y) 5" 2541. Y ant 
n=1 n=1 
2529. z MS 254%, Ni nio, 
ni 
co 2 
aran 
2530. y emos. 2543*. Ys. 
me! a. 
hs n 
2531. s AA 5. Y 
n=0 nl 
o be a (25)" 
2532. 2 LANDA: 2545. 2 (1 An 
no n 
cdi S (3 
2533. 7 2546. ME 
Sl Ps 
2584. Y, nz”. 2507. y EE 
nui n=1 
2535. ) E 2548. Y (91 
ni ni 
2536, Y (¿Je 2549. y ELL. 
ni ni 
2587. Y 3n%gn”. 2550. )) n”(243)". 
n0 ni 
; Za pays O (4 
2538. 2 (5) E 2551. 2 ; 
n= Ea 
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S EY 
2552. epa 
n=i 


ia Ca Us 


2553. y) CO 


n=1 


2554, Y AEPN 
ASA 
ni il 


S +1 
2555. 2 mirar 
E 


a (2 — ayan 
2008 2 FDA * 


S (31 
NN A IO 


ni 


= gn 
2558, y EEE 
n=1 


2559". 5 (144)% kay. 


n=1 


2560. A Er MAEO. 





A 
n=1 
So 572 

2561. Y) (E (12. 
n0 


Q Gn—2 (2-3) 
0 
n=0 
n_n 


2563, Y 1 Ava 


Determinar el círculo de convergencia: 


o 
2564. di mz. 
n0 


2565. )) (L-+ni)a". 


n=0 


2567. 


s 
2566, y EE. 


nan 
n=1 


o 
gn 
2 * 


n=0 


2568. (142) + (1420) (342) 244... 
(1420) (8425)... (2 142027... 


2 


3 z s 
2569. A+ aaa 


co 


2570. z E) 


O: A 
AA AAA 


2571. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos- 
trar que la serie 
A a A 
no converge uniformemente en el intervalo (—1, 1), pero es uni- 
formemente convergente en cualquier segmento situado dentro de él- 
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Solución. Utilizando la fórmula de la suma de la progresión geo- 
métrica, para |2]< 1 obtenemos 
an+l 
1=7 


Tomemos el segmento [—1+a, 1—a], dentro del intervalo (1 1) 
donde a es un númoro positivo tan pequeño como se desce. En este segmento 
[x1<i—a y |1—z|>«a y, por consiguionte, 


¡Ro 1< ER. 


Ra (== 





Para demostrar la convergencia uniforme de la serie dada en ol segmento 
[—1+a, 1— a], hace falta probar que para cualquier e >0 se puede hallar 
un / tal, que dependa exclusivamente de e, y que para cualquier n >N 
se seriiique la desigualdad | Ry (2)|<e para todas las z del segmento 
examinado. 


mi > (1— ar 
'omando cualquier £>0, hacemos que —“2-—<e; de donde 
(1—a)H < ea, (1-41) ln (10) < ln (ea), es decir, 11 > a (ya que 


nea) q, Tomando, de esta forma, N= 
hd=0 


Ind—-04<0 yn > 


e —1, nos convencemos de que, efectivamente, cuando n >N, se 
verifica la desigualdad | Rp O todas las z del segmento [—1+a, 
1—a] y, por consiguiente, queda demostrada la convergencia uniforme de 
la serie dada en cualquier segmonto situado dontro del (4, 4). 

En lo que se rofiere a la totalidad del intervalo (—1, 1), éste contione 
puntos tan próximos como se desce al punto z=1, y como Lia Ra (0)= 

so! 
qna 


LA! IZ", por grande quo sea n, siempro se pueden hallar puntos z 
por po 


para los quo R, (z) será mayor que cualquier otro número, tan grande como se 
deseo. Por consiguiente, es imposible elegir N tal, que para n>/N se 
verifique la desigualdad |R, (2)|<e en todos los puntos del intervalo 
(—1, 1), lo que quiere decir, que la convergencia de esta serie en dicho 
intervalo (—1, 1) no es uniformo. 

2572. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos 
trar que: 


a) la serie 
3 za ad 
Ti 


converge uniformemente en cualquier intervalo finito; 
b) la serie 
nos (iy zm 
FA EEK + 


converge uniformemente en todo el intervalo de convergencia 


(1, 1); 
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c) la serie 


1 ¿A Al 
rd ra 

converge uniformemente en el intervalo (14-8, 00), donde ó es un 
número positivo cualquiera; 

d) la serie 

(12) 4 (A) 4 (A AA 

es convergente, no sólo dentro del intervalo (—1, 1), sino también 
en los extremos del mismo, pero la convergencia de la seric en el 
intervalo (—1, 1) no es uniforme. 

Demostrar la convorgencia uniforme de las siguientes series de 
funciones en los intervalos que se indican: 

> 
n 
2573. MN te en el segmento [—4; 1]. 
n=í 


so 


2574. E en todo el eje numérico. 
ni 
2575. Y (y e en el segmento [0, 4]. 


3 





n=1 


Valiéndose de la derivación e integración término a término, 
hallar las sumas de las series: 


2576. Pe 








RX MAA 
2578. 144424 a 
2579, MAA 


2580. 14204304... 
2581. 1-32 ph... + (— 4) (24) Ap 
2582. 1242-3243 -4 4... Pn(n+4) 24... 
Hallar las sumas de las series: 
2583. La d+ rt. 

qan-3 


2584. ai ra 
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1,4 (ar 
2585. lat at 


i 3 5 
286. AAA 








$ 3, Serla de Taylor 


1. Desarrollo de una función en serio de potencias. 
Si una función f(x) admite un desarrollo en serie de potencias do z—a en 
un entorno [2—a|< R del punto. a, esta serie (serie de Taylor) tendrá la 
forma: 
fa) 


" 140) 
(DD + 1 0) (2) AGE a a+ (1) 
Cuando a=0, la serie de Taylor recibe también el nombre de serie de Ma- 


claurin. La igualdad (1) es cierta, sí para |[—a|<R el término complemen- 
tario de la 1ócmula de Taylor | 





a 
13 
rato=1t0—[10+3 EL 0] 0 


h=1 





cuando n —> co, 

Para acotar el resto de la serie se puede emplear la fórmula 
(apt 
“+0 
(forma de Lagrange). 

Ejemplo 4. 

oz, 
Solución. Hallamos las derivadas de la función dada f(z)=chzx, 
f (1)=shz, f"(2)=chx, f"(2)=shzx, . eneral, F0 (x)=ch z, si n es 
par, y [0 (2) =sh x, si n es impar. Poniendo a=0, obtenemos; f(0)=1, 
F'(0)=0, f'(0)=1, f”(0)=0 ...; en general, fM(0)=1, si n es par, y 
fm (0)=0, si n es impar. De donde, basándonos on (1), tenemos: 


a zi gn 
dq bart 15) 


Para dotorminar el intervalo de convergencia de la serie (3) empleamos el 
criterio de D'Alembert. Tenemos: 

Ñ nta gan al a ú 

E ET A a VE TEO 
para cualquier z. Por consiguiento, la serie es convergente en el intervalo 


SS El resto de la serie, de acuerdo con la fórmula (2), tiene la 
'orma 


Ra()= [0D (a 40 (2—a)], donde 0<8<A1 (2) 


Desarrollar la función f(=)=chzx on serie de potencias 




















gua A 

RBa()= GEN ch Ox, si n es impar, y 
na 

Ra (2)= mFD sh Oz, si nes par. 


Como 0 >8 >1, tendremos 


Ba ¿0% 





dx —bx 
[ch0r|= LE Sel, Ish 0=1=| 





<en, 
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jo ppt 
por lo cual a or 
Len ; 


ar? convergente para cualquier z (lo que cs fácil de comprobar valién- 


el. La serie cuyo término general es 





dose del criterio de D'Alembert), por lo que, de acuerdo con el criterio 
necesario de convergencia 





a E iaa 
da +0 


y, por consiguiente, lim Ra (=)=0 cualquiera que sea z. Esto significa, que 
00 


=0, 


ao 
la suma de la serie (3), para cualquier z, es efectivamente igual a chz. 
2. Procedimientos que se emplean al desarrollar en 
sorie de potencias. 
Valiéndose de los desarrollos fundamentales 


a » 
Le SA (<<) 

z 2,20 gan 
n. sn — A O pt <<) 


2 4 an 
nm. cosamd— > +1 OA (-0<x<00), 





Iv. 4 A AE 





AO ED 1<1<0%) 


a 
V. la A 


y de la fórmula de la suma de la progresión geométrica se puede, on muchos 
casos, obtener fácilmente el desarrollo de una función dada en soric de 
potencias, sin quo haya necesidad do investigar el resto de la serie. A veces, 
al hacor el desarrollo, es conveniente utilizar la derivación o integración 
término a término. Cuando se trate de desarrollar on serie de potencias fun- 
cone racionales, se recomienda desarrollar dichas funciones en fracciones 
simples. 

Ejemplo 2. Desarrollar en serie de potencias de **) la función 


3 
OA 
Solución. Desarrollando la función en fracciones simples, tendremos: 


1 2 
sit 





*) En los extremos del intervalo de convotEncolA (es decir, cuando 
2=-—1 y z=1) el desarrollo 1V se comporta de la siguiente manera: si 
m->0, converge absolutamente en ambos extremos; si 0>m>-—1, diverge 
cuándo z=-—1 y converge condicionalmento cuando z=1; si m<—1, diverge 
en ambos extremos. 

x%%) Aquí, lo mismo que en lo sucesivo, se sobreentionde «potencias 
enteras y positivas». 
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Como 
Th. y” (4) 
n—0 
y 
TA AGA 5) 
pon 
en definitiva tenemos, 
Ha)= $ an+2 5 (—92M7= 5 (14(—1)9 241] an, (6) 
m0 n=0 n=0 


Las progresiones geométricas (4) y (5) son convergentes respectivamente 
cuando [2|<4 y l2l[<gi por consiguiente, la fórmula (6) os cierta 
cuando |=[<-, es decir, ouando <<. 

3”. Serie de Taylor para funciones do dos variables. 


El dosarrollo de una función de dos variables f(x, y) on la serte de Taylor, 
en un entorno del punto (a; 5), tiene la forma 


166 0=1 9493, [e +09] 10, 0437 [00+ 


+00] 100, yet [eo +09] "1004... (m 


Si a=b=0, la serie de Taylor se llama también [serie de Maclaurin. En 
este caso, se usan las siguientos notaciones: 


da Y 














[co +00] 10 9129] 01D] ye 
> poes 
[co +09) 100, a 
ly=b 
2 
nen la ec—)0—-y+ HE 0 po 
y=b paz 


Kl desarrollo de la serie (7) tiene lugar, si el rosto de la serie 
E 
d 0 aa 
Rato y=te 04H, 1 2 [0-97+0-07] (0,53) 0 
cuando n —> co. El resto de la serie puede represontarse en la forma 
1 EJ 9 a+ 
ra 07 [eo 09 FJ" rte 


le=a+8(x—a) * 
[y=0+0(y—b) 





donde 0<8< 1. 
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Desarrollar en serie do potencias enteras y positivas de x las 
funciones que se indican a continuación, hallar los intervalos de 
convergencia de las series obtenidas e investigar el comportamiento 
de los restos de las mismas: 


2587. a* (a >0). 2589. cos (x+ 4). 


E 2590. sen? z. 
2588. sen (2 +2) a 2591*. In(2+2). 
Utilizando los desarrollos fundamentales 1—V y la progresión 
geométrica, escribir el desarrollo en serie de potencias de x, de las 


siguientos funciones e indicar los intervalos de convergencia de 
ellas: 





9592. 223. 2598. cost z, 
0 2599. sen 3x4 z cos 3x. 
3x5 
2508. a 2600. Ez 
2594. ze. 2601. — ES . 
2595. ex, Via 
2596. shz. 2602. 442. 
2597. cos 2x. 2603. In (14+x—22*). 


Aplicando la derivación, desarrollar en serie de potencias de x, 
las siguientes funciones e indicar los intervalos en*que dichos 
desarrollos tienen lugar: 

2604. (1 +2) In(14 2). 2606. arcsen z. - 

2605. arctg x. 2607. In(2+V1+13). 

Valiéndose de diferentes procedimientos, desarrollar en serie de 


potencias de x, las funciones que se dan a continuación e indicar 
los intervalos en que dichos desarrollos tienen lugar: 











2608. son? x cos? x. A 

2609. (1+2)0". 2616. | EE ds. 

2610. (14%. h 

2611. Y8 TZ. 2617. Ñ e” de. 
2—3+1 bl 

A e 208 í In (142) dz 

2613. ch? z. 3 7 z » 

1 a 
2614. La. 0%. | se 
2615. In (22 + 3242). Vi-2 
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Esoribir los tres primeros términos diferentes de cero, de los 
desarrollos en serie de potencias de x de las siguientes funciones: 


2620. tgz. 2623. sec z. 
2621. thx. 2624. Incosz. 
2622, ecosx, 2625. e*senz. 


2626*. Demostrar, que para calcular la longitud de la elipse se 
puede utilizar la fórmula aproximada 


s=2na (1 -E) a 
donde e es la excentricidad y 2a el eje mayor de la elipse. 
2627. Un hilo pesado suspendido por sus extremos forma, por 
su propio peso, la catenaria y=ahí, siendo dea, donde H es 


la tensión horizontal del hilo y q el peso de una unidad de 
longitud del mismo. Demostrar, que para valores pequeños de z, 
puede admitirse, con aproximación hasta una cantidad del orden 
do «*, que el, hilo cuelga formando la parábola y=0+37- 

2628. Desarrollar la función 2*--212%—5x-—2 en serie de 
potencias de z-+4. 

29. f(2)=5—42*—3x24-2. Desarrollar f(z+»h) en serie de 

potencias de h. 
Desarrollar lnz en serie de potencias de z—4. 


2631. Desarrollar z en serie de potencias de z—1. 


2632. Desarrollar 4 en serie de potencias de +1. 
2633. Desarrollar 
2634. Desarrollar cedo en serie de potencias de 242. 


2635. Desarrollar e* en serie de potencias de 2 4-2. 
2636. Desarrollar /z en serie de potencias de z—4. 





1 a - 
Hp pz en serie de potencias de z+4. 


2637. Desarrollar cos z en serie de potencias de ++ 


9 di > El 
2638. DesarroJlar cos*z en serie de potencias de 2-—-¿7. 


1—< 
t+2x"* 


2640. Desarrollar SH en serie de potencias de 
ViFz 


2639*. Desarrollar lnx en serie de potencias de 
= . 

1+z 

2641. ¿Qué error se comete si se supone que aproximadamente 


ap dy 
e 224+atoa+tar? 
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2642. ¿Con qué exactitud se calculará el número + si se em- 
plea la serie 


a5 
arclga=2—H 44 da 





tomando la suma de sus cinco primeros lérminos con «=1? 
2643*, Calcular el número + con exactitud hasta 0,001, valién- 
dose del desarrollo en serie de potencias de x, de la función 
arcsen zx (véase el ejemplo 2606). 
2644. ¿Cuántos términos hay que tomar de la serie 


e 
cos2=1— ER 
para calcular el cos 18” con exactitud hasta 0,001? 
2645. ¿Cuántos términos hay en tomar de la serje 
senz= + +. 


para calcular el sen 15” con exactitud hasta 0,0001? 
2646. ¿Cuántos términos hay que tomar de la serie 


2 
EIA AGA 


para hallar el número e con exactitud hasta 0,0001? 
2647, ¿Cuántos tórminos huy que tomar de la serje 


In(14+2)=0-E4... + 


para calcular ol ln 2 con exactitud hasta 0,01 y hasta 0,001? 

2648. Calcular¡y' rT con exactitud hasta 0,01, por medio del 
desarrollo de la función 8]. z en serie de potencias do x. 

2649. Aclarar la procedencia de la fórmula aproximada 
VE Fz = a+ 37 (a>0), calcular con ella Y/23, lomando a=5, 
y valorar el error cometido. 

2650. Calenlar 19 con exactitud hasta 0,001. 

2651. ¿Para qué valores de z la fórmula aproximada 


at 
cosr 1-3 


da un error no mayor de 0,01; 0,001 y 0,0001? 
2652, ¿Para qué valores de x la fórmula aproximada 


SENTI 
221016 
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da un error no mayor de 0,01 y 0,001? 
12 
2653. Calcular K 2 dz con exactitud hasta 0,0001. 





2654. Calcular | e-*? dx con exactitud hasta 0,0001. 


Ro. 


1 


2655. Calcular | /Zcoszdzx con exactitud hasta 0,001. 





0 

. 1 

2656, Calcular INE 222 de con exactitud hasta 0,001. 
Jl 


a 
2657. Calcular j VIF2 dz con exactitud hasta 0,0001. 
1/0 


2658. Calcular | Y ze* de con exactitud hasta 0,001. 


2659, Desarrollar en serie de potencias de x= e y la función 
cos (x—y), hallar el campo de convergencia de la serie obtenida 
y analizar el resto de la misma. 

Escribir el desarrollo en serie de potencias de ze y de las 
siguientes funciones e indicar sus campos de convergencia: 





2660. sen x-sen y. 2663*. In (1 —2—y+y). 
2661. son (22 + y?). 2664*. arctg += 

AE Lt 
2662*. y" 


2665. f(x, its 2bxy-+ey? Desarrollar f(z+h,y+k) en 
serie de potencias de h y k. 

2666. f(x, y)=x=*—2y9+3xy. Hallar el incremento de esta 
peSrdo al pasar de los valores 2=1, y= 2, a los valores z=1 +h, 
y=2-+ kh, 

2667. Desarrollar la función e**Y en serie de potencias de 
z—2ey+2. 

2668. Desarrollar la función sen (x+y) en serie de potencias 


de xe uE 
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Escribir los tres o cuatro primeros términos del desarrollo en 
serie de potencias de x e y de las siguientes funciones: 


2669. e*cos y. 
2670. (14 2)". 


$ 4, Serles de Fourler 


1. Teorema de Dirichlot. Se dice que una función f (1) satis- 
face a las condiciones de Dirichlet en un intervalo (a, 6), si en este inter- 
valo la función 

1) está uniformemonto acotada, es decir, [f(2)]<M para a<zx<b, 
donde M es una constante; 

2) no tiene más que un número finito de puntos de discontinuidad 
y todos ellos de 1% especie (es decir, que on A de discontinuidad 
E la función f(x) tionc un límite finito a la izquierda 1 (E +-0)=lim / (6—e) 
y un límite finito a la derecha F6+0)= lim f (8++) (e >0)); 

pe 

3) no tiene más que un número finito de puntos de extremos estrictos. 

El teorema de Dirichlet afirma, quo toda función 1 que satisfaga en 
el intervalo (—x, 1) las condiciones de Dirichlet en cualquier punto z de 


este intervalo, en des 1 (z) sea continua, ésta so puede desarrollar en serie 
trigonométrica de Fourier: 


1(m-H+ 4008 z-f-b, sen z-+ag cos 224 by sen 2x +... 


»..4p Cos nz by son ne+..., (1) 
en que los coeficientes de Fourter an y bn so calculan por las fórmulas 





n= | 1 (2) cosnxdz(n=0, 4, 2,...); 
-a 


5 


=>] 1(2) son nzdz (n=1, 2, . 
la 


) 





Si x es un punto do discontinuidad do la función f(z) pertoncciento al 
intervalo (—x, x), la suma de la serie de Fourier $(z) será igual a la 
media aritmética de los límites a la izquierda y a la derecha de la fun- 
ción: 


s0=11—0+1(+0). 
En los extremos del intervalo z=—x y z=x 
S(l0)=5 (== N—a404F (0). 


2. Series incompletas de Fourier. Si la función Hz) es 
par (os decir, si f(—=)=f (x)), entonces, en la fórmula (1) 


ba=0(r=1,2,...) 
22 
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y 
E 
mo Ñ He) cosnzdz(2=0, 1,2, ...). 
0 
Si la función f(x) es impar (es decir, si f(—x<)=-—f(2), entonces, 


an =0 (n=0, 1,2, ...) y 
z 


K [(2)son nz dz (n=1, 2, ...). 
$ 





Bn 





Una función, dada en el intervalo (U, 1), se puedo prolongar, a voluntad, 
en el intervalo (—a, 0) como par o como impar; por consiguiento, puedo 
desarrollarse on ol intervalo (0, 11), en serios incomplotas de Fourier, como 
se dosce, en serie de senos o de cosenos de arcos múltiples. 

3. Serios de Fourier de período 2, Si una función f(x) 
satisface las condiciones de Dirichlet en un intervalo (—!, 1) de longitu 
21, para los puntos do continuidad de la función, pertenecientes a coste 
intervalo, so verificará el desarrollo 


1 (5) =P +0, cos 74d son TE 4 bp0os 27 q besen po. 


naz LEA 
«---HQn vos + by sen E E; 


donde 


1 
an=+ Ñ 12) 00s 32 dz (1=0, 1, 2...» | 





En Jos puntos de discontinuidad de la función f(x) y en los extremos del 
intervalo ==, la suma de la serie de Fourier se determina análoga- 
monte a como se haco cuando se desarrollu en el intervalo (—a, 1). 

En el caso do que la función f(x) se desarrolle en serio de Fourier en 
un intervalo urbitrario (a, a-+-21) do longitud 22, los límites de integración 
en las fórmulas (2) debe sustituirse, respectivamente, por a y a4-21, 

Dosarrollar en series de Fourier, en el intervalo (—x, 1), las 
funcionos que so indican a continuación, determinar la suma de 
las serios en los puntos de discontinuidad y en los extremos del 
intervalo (2=—ax, x=), construir la gráfica de la propia fun- 
ción y de la suma de la serie correspondiente (dentro y fuera del 
intervalo (—1, 1)): 


e para —a<z<0, 
2611. /(2)= ea DEGER 
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Examinar el caso particular en que c¿>—1, t,¿=1. 
az para —n<y<0, 
A E PA 
Examinar los casos particulares: a) a=b=1; b) a=—1, b=1; 
0) a=0, b=1; d) a=1. b=0. 
2673. f(2)=x*. 2676. f(x) =c0s az. 
2674. f (2) =e"*. 2677. f (1) =shax. 
2675. f(x) =sen az. 2678. f(x) =ch ax. 


2679. Desarrollar en serie de Fourier la función 19-35, 


en el intervalo (0, 211). 

2680. Desarrollar la función HMOF> en el intervalo (0, 11), 
en serio de senos de arcos múltiples. Empléese el dosarrollo 
obtonido para la suma de las series numéricas siguientes: 

1,44 y E CA . 

a) 3H 7 e Diigo tutos 

3 4.1 
e) ita tu 


Desarrollar en series incompletas de Fonrier, en el intervalo 
(0, 1), Jas funciones que se indican a continuación: a) en sories 
de senos de arcos múltiples, ) en series de cosenos de arcos múl- 
tiples. Dibujar las gráficas de las funcionos y las gráficas de las 
sumas de Jas correspondientes series en sus campos do existencia. 

2681. / (1) =x. Vuliéndoso del desarrollo que se obtenga, hallar 
la suma de la serio 


ÓN 
2682. [(x)=x?. Valiéndose del desarrollo que se obtenga, hallar 
las sumas de las series numéricas: 
DA Dd ot 
2683. f (1)=e"*. 
ÍA para 0<a<3, 


2684. [(2)= 2 
0 para y<T<Aa. 


x para O<r<j, 
2685. f(1)= S 
RI para y << MH. 
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Desarrollar, on el intervalo (0,1) en serie de senos de arcos 
múltiples, las siguientes funciones: 


z para (<<, 


2686. f(x) = 
0 para F<z<n. 


2687. f (1) =x (1—2). 
2688. f (2) =senz- 


Desarrollar, en el intervalo (0, n) en serie de cosenos de arcos 
múltiples, las funciones: 
1 para 0<x<h. 
2000: 7(E)= 0 para h<i<Am. 
1—3 para 0 < 2h. 
al EPDISES 
0 para 224<1<AM. 
2691. f (7) =xsen zx. 


cosz para 0<r<j, 
2692. f (2) = 


—Cosx para Fin. 

2693. Valiéndose del desarrollo de las funciones x y 2% en el 
intervalo (0,11), en serie de cosenos de arcos múltiples (véanse 
los N% 2681, 2882), demostrar la igualdad 


eo 
y e AA a. 
n=1 
2694**, Demostrar, que si la función f(x) es par y al mismo 
tiempo 1(F+2)> —1(%-2), su serie de Fourier en el 
intervalo (—x, nm) representa de por sí el desarrollo en serie de 
cosenos de arcos múltiples impares, mientras que si la función f (x) 
es impar y 1(F+2)=1(F-2). se desarrolla en el inter- 
valo (—n, x) en serie de senos de arcos múltiples impares. 
Desarrollar las siguientes funciones en series de Fourier, en 
los intervalos que se indican: 


2695. f(1)=|x]| (-1<z<1). 
2696. f (1) =2x (0<zx<i). 
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2697. f(a)=e* (—I<r<!). 
2698. f(1)=10—x (5<zx<15). 


DesarrolMlar, en series incompletas de Fourier en los intervalos 
que se indican: a) en serie de senos de arcos múltiples, y b) en 
serie de cosenos de arcos múltiples, las siguientes funciones: 


2699. f(2)=1 (0<z<1). 
2700, f(1)=x= (0<zx<I!). 
2701. f(2)=2* (0<x<2m). 
x= para 0<zx<1, 
Aaa 1a=| 2—z para 1Í<x<2. 
2703. Desarrollar la función siguiente ou serie de cosenos de 
arcos múltiples, en el intervalo (> 3) ; 


3 
Hojas 1 para y<"<2, 
3—zx para 2<1<3. 


Capítulo IX 
ECUACIONES DIFERENCIALES 


$ 17, Verificación de las soluciones. Formación de las ecuactones 
diferenciales de familias de curvas. Condiciones Infelales, 


1. Conceptos Jundamentales, La ecuación de la forma 
Pla Y yr. y0)=0, (1) 


dondo y=y (+) es la función que se busca, se lama ecuación diferencial de 
orden n-simo, Cualquicr función y=q(x) que transformo la ecuación (1) on 
identidad, recibo ol nombre de solución de esta ecuación, Pe la gráfica de 
dicha función se llama curva integral. Si la solución se da en orma implícita, 
WD (e, y)==0, goneralmente, recibe ol nombre de integral. 

Ejemplo 4. Probar, que la función y =sen x es solución do la ecuación 


y +y=0, 





Solución. Tenemos: 
y'=008%, y"= —$en z. 
y, por consiguiento, 


y"+y= —sen z-bson <=0, 





La intogral 
Dir, Y, Cp -+., Cr) =0 (2) 

de la ccuación diforoncial (1), que contiene » constantes arbitrarias indepen- 
dientes €y, ..., Cn y que es equivalente (en el campo dado) a la ecuación (1), 
se lama integral general de esta ecuación (en ol campo correspondiente). 
Dando valores determinados a las constantes Cy, ..., Cy en la relación (2) 
se obtieno una integral particular do la ecuación (1). 

Recíprocamento, teniendo una familia de curvas (2) y excluyendo los 
parámoteos Cy, ..., Cp del sistema de ecuaciones 


dr 


do 
0=0, F=0 E =0 


se obtione, en general, una ecuación diferencial do la forma (1), cuya integral, 
en el campo correspondiento, es la rolación (2). 
Ejemplo 2. Hallar la ecuación diferencial de la familia de parábolas 
y=C,(2—Coh. 6) 
Solución. Derivando dos veces la expresión (3), tendremos: 
y =20,(2—Cp) e y"=2,. (4) 
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Excluyendo de las ecuaciones (3) y (4) los parámetros C, y Cg, hallamos la 
ecuación diferencial que buscábamos 


2yy =y'2. 


Es fácil comprobar que la función (3) transforma esta ecuación en identidad. 
2, Condiciones iniciales. Si para la solución particular 
y=y (2) de la ecuación diferencial 


YOUO=f (a Y Ys < YD) (5) 
se dan las condiciones iniciales (problema de Cauchy) 
y (2) =00 Y Y AD 
y se conoce la solución general de la ecuación (5) 
y=P(% Cy... Cn), 
las constantes arbitrarias Cy, .-., C, se determinan, sí ello es posible, de) 
sistema de couaciones 
Yo (or Cro ===> Cn), 
15=9 (20, Cp --0> Cn), 
ID = POD (o, Cao + 
Ejomplo 3, Hallar la curva de la familia 
y=Cye% + Cg0rax, (6) 


que ticne y (0)=1 o y” (0)=—2. 
Solución. Tonemos: 








y =C/*—2C¿072, (7) 
Poniendo z=0, en las fórmulas (6) y (7), tenemos; 
4=C,+C3 —2=C,—2Cy, 
de donde 
€¡=0, Ca=1 
y, por consiguionte, 
y=0ox, 


Averiguar, si son soluciones de las ccnaciones diferenciales que 
so dan, las funciones que se indican: 


2704. ay =2y, y=52. 
2705. y =x3+ y, =. 


2706. (1+y)de+zdy=0, y= EE. 


2707. y +y=0, y=3senx—4cosz. 


2708. - Luax=0, x=C,cosot+C2sen ot. 
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2709. y —2y +y=0; a) y=xwe, hb) y=x*te. 
2710. y" — (4 + do) y + dado y =0, 
y =CyeMo <p Coedas, 


Demostrar, que las relaciones que se indican som integrales de 
las ecuaciones diferenciales que sc dan: 


2711. (2-24) y =20—y, v—ay+y=C% 

2712. (r—y+1)y =1, y=x=+Ce. 

2713. (1y-0)y +24 + yy —2y'=0, y=In(2y). 

Formar las ecuaciones diferenciales de las familias de curvas 
que se dan (C, C,, Cz, Cg son constantes arbitrarias); 














2714. y=Cx. 272. ln 3 =1+ay 
2715. y=Ca%. y 4 

2716. y?=2Cx. (a es un parámetro). 
2747, 4 y=C>, 2722. (y vo)! =2pz 

2718. y=Ce*, (Yo, p son parámetros). 
2719. 19=C(al—y?). 2723. y=C,e**+Cg0*. 


2724. y =C,cos 2x /- C, sen 2%. 
2725. y=(C,+ Cox) e” +C3. 

2726. Formar la ecuación diferencial de todas las rectas del 
plano XOY. 

2727. Formar la ecuación diferencial de todas las parábolas 
con eje vertical en el plano XOY. 

2728. Formar la ecuación diferencial de todas las circunferen- 
cias en el plano XOY. 


Hallar, para las familias de curvas que se dan, las líneas que 
satisfagan a las condiciones iniciales que se indican: 


2729. —y=C, y(0)=5. 
2730. y=(C,+Co2)e*, y(0)=0, y (0)=1. 
2731. y=C,sen(z—C¿, y(mM=1, y (1)=0. 
2732. y=Cj0*+ Cot + Cy; 

y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=—2. 


els 


2720. y+h=24Ce” 


$ 2, Ecuaciones diferenciales de 1% orden 


1%. Formas de ecuaciones diferonciales do 1% orden. 
La ecuación diferencial de 1% ordon con una función y incógnita resuelta con 
relfición a la derivada y”, tiene la forma 


¿=$ (2, y), (1) 
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dondo f(z, y), es una función dada. En algunos casos, es convenionte consi- 
Jen como función incógnita la variablo z y escribir la ecuación (1) en la 
lorma 


4 ='=8 lx, y), (1) 
donde g(z, TES y , 
Teniendo en cuenta que vi y > las ecuaciones diforenciales 
(1) y (1') se pueden escribir en forma simétrica 
P (z, y) d24-0 (2, y) dy=0, (2) 


donde P (x, y) y 2 y) son funciones conocidas. 

Por solución de la ecuación (2) se entiendo la función de la forma 
v=q (2) o z=+ (y), que satisface a esta ecuación. La integral general de las 
ecuaciones (1) y (1), o de la ecuación (2), tione la forma 


O (x, y, C)=0, 


donde € es una constante arbitraria. 
2. Campo de direcciones. El conjunto de direcciones 


tg a=f(z, y) 
se llama campo de direcciones de la ocuación diferencial (1) y se representa 
evoca menta por medio de un sistema de rayitas o de flechas con un ángulo 
le inclinación «. 

Las curvas f(x, y)=%, on cuyos puntos la inclinación del campo tiene 
un valor constante %, se llaman '¿soclinas. Construyendo las isoclinas y el 
campo de direcciones, en los casos más simples se puede dibujar aproxi- 
madamonte el campo de las curvas integrales, considerándose estas últimas 
como curvas, que en cada uno de sus puntos tienen la dirección dada del 
campo. 


Ejomplo 4. Construir, por ol método de las isoclínas, el campo 
de las curvas integrales de la ecuación 
y=x. 
Solución. Construyendo las isoclinas -=k (líneas rectas) y ol campo 
de direcciones, obtenemos aproximadamente el campo de las curvas integrales 
(fig. 105). La solución general us la familia do parábolas 





=Z+0 


Construir, por el método de las isoclinas, el campo aproximado do las 
curvas integrales para las ecuaciones diferenciales que se indican a conti- 
auación: 


2733. y =—z. 

2734. y = =$ 
2735. y =1+y. 
2736. y =2+L 


=—y 

2137. y =2*4y. 

3”. Teoroma de Cauchy. Si una función f(z, y) es continua en 
un recinto determinado U fa<zx<A, b<y<Bj y tiene en esto recinto 
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dorivada acotada f; (<, y), entonces, pun cada punto (%o, Yo) de Y, pasa una, 
y sólo una, curva integral y=q (2) de la ecuación (1) (p (20) Yo). 


Y 






1 
Y 





FAA A A 
ANYANA NAAA 


4% Método de Jas quobradas do Euler. Para la construc- 
ción aproximada de la curva integral de la ccuación (1), que pasa por un 
punto dado Ma (Zo, Yo), esta curva se sustituye por una línea quebrada con 
vértices en M, (5, y¡), donde 


LO 
Az¡=h (paso del proceso). 
Ayi=0hf (2 ya) (i=0, 1, 2, ...). 
Ejemplo 2. Por cl método de Euler, hallar, para la ecuación 


e: 
Y => 


A 


y (t), si y (0)=4 (A =0, 1). 
Construimos la tabla siguiente: 





0 0 1 0 

1 0,1 3 0,005 
2 0,2 1,005 0,010 
3 0,3 4,015 0,015 
4 0,4 1,030 0,021 
5 0,5 1,651 0,026 
5 0,6 1,077 0,032 
7 0,7 1,109 0,039 
E 0,8 1,148 0,045 
9 0,9 1,19% 0,054 

10 1,0 1,248 
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De esta forma, y (1)=1,248. Para comparar, damos el valor 
exacto de y (1) =e= 1,284. 

Por el método de Euler, hallar las soluciones particulares 
de las ecuaciones diferenciales que se dan a continuación para los 
valores de x que se indican: 

2738. y =y, y(0)=1; hallar y(1)(2+=0, 1). 

2739. y =x+y, y(1)=1; hallar y (2)(4=0, 1). 

2740. y = — y(0)=2; hallar y (1) (4=0, 1). 
274. v=y E, y (0) 1; hallar y (1) (1=0, 2). 


$ 3, Ecuaciones diferenciales de 1% orden con varlables separables. 
Trayectorlas ortogonales 


4. Ecuaciones diferenciales de 1% orden con varia- 
bles separablos. Se llaman couaciones con variables separables, las 
ecuaciones diferenciales de 1% orden de la forma 


y =/(2)5(4) (1) 
o bien, 
X (2) Y (4) de Xy (2) Y, (9) dy=0. (0) 
Dividiendo ambos miembros de la ccuación (1) por g (y) y multiplicando 
por dz, tendremos ¿Y —f(=) dz. De donde, integrando, obtenemos la into 
gral general de la ocuación (1) en la forma 
Ll arc. o 


Análogamonte, dividiondo los dos miembros de Ja ecuación (1') por 
Xy p Y (1) e integrando, se obtiene Ja integral general de la «cuación (1) 


en la forma 
X (2) Ya, 3 
o CO SNA e) 


Si para un valor determinado do y=Yo, tenemos que 8 (10)=0, la función 
y==yp9 también es solución de la ecuación (1), como es fácil convencerso 
directamente. Análogumente, lus rectas z=2 e y =b során curvas integrales 
de la ecuación (1), si « y D son de por sí raíces de las ecuaciones Xy les 
o Y (y)=0, por cuyos primeros miembros se dividió la ecuación ini 

Ejemplo 1. Resolver la ecuación 














y 


(63) 


En particular, hallar la solución que satisface a la condición inicial: 
y(1)=2 
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Solución. La ecuación (3) so puede escribir de la forma 
dy Y 


de Cz* 
De donde, separando las variables, tendremos: 





y, por consiguiente, 
Infy|=—In |=[-+1nC,, 


donde la constante arbitraria ln C, está tomada en forma logarítmica. Des- 
pués de potenciar, se obtiene la solución general 


e 
q 4) 


donde C=+C4. 
AL dividir por y podríamos perder la solución y=0, pero esta última 
está contenida en la fórmula (4) para C=0. 
Utilizando la condición inicial dada, obtenemos que C=2, y, por con- 
siguiente, la solución particular buscada es 
2 


==. 





2% Algunas ocuacionos diferenciales que pueden 
reducirse a ocuaciones con las variables separables. 
Las ecuaciones diferenciales de la forma 


y=/f(ar+by40) (b=*0) 
so reducen a ecuaciones do la forma (1) por medio de la sustitución 
u==ax-+by4-c, donde u es la nueva función que so busca. 

3”. Trayectorias ortogonales son curvas que cortan las líneas 
de la familia dada D(x, y, a)=0 (a es un parámetro) formando ángulo recto. 
Si F (z, y, y')=0 es la ecuación diferencial do la familia, 

1 
y GF] =0 
Fs yy ) 
es la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales. 
Ejemplo 2. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de elipsos 
24 2y?=a2, (5) 


Solución. Derivando ambas partes de la ecuación (5), hallamos Ja 
ecuación diferencial de la familia 


z+2yy'=0. 


De donde, sustituyendo y” por hs obtenemos la ecuación diferencial de las 
trayectorias ortogonales 


PT AN 
7 = 


Integrando, tondremos que y=Cz* (familia de parábolas) (fig. 106). 
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4. Formación de Jas ecuaciones diferencialos. Al for- 
mar la ecuación diferencial en los problemas geométricos, se puede femplear 
con frecuencia el sentido geométrico de la derivada, como tangente.:del 
ángulo que forma la recta tangonte a la curva con la dirección positiva 
dol eje ÓX; esto permito, en muchos casos, determinar inmediatamente la 
relación entre la ordenada y de la curva que so busca, y su abscisa z e y”, 
es decir, obtener la ecuación diferencial. En otros casos (véamso los pro- 
blemas NOS 2783, 2890, 2895), se utiliza el sentido geométrico de la integral 
definida, como área do un trapecio mixtilíneo o longitud de un arco. En este 





Fig. 106 


caso, directamonto de las condiciones del problema, se obtiene una ecuación 
integral simplo (puesto que la función que se busca se encuentra bajo el 
signo integral), pero quo derivando sus dos miembros, se puede con' facilidad 
transformar en ecuación diferencial. 


Piemplo 3. Hallar una curva que pase por el punto (3; 2), para la 
que la longitud del mento de cualquiora de sus tangentes, comprendido 
entre los ejes de coor 

partes iguales. 

Solución. Sea M(z, y) el punto medio de la tangente 42, que según 
las condiciones es, a la vez, el punto de contacto (los puntos 4 y B son 
los puntos do intersección de la tangente con los ejes OY y 0X). De acuerdo 
con las condiciones, OA=2y y OB=2z. El cooficiento angular de la" tangente 
a la curva en el punto M (z, y) os igual a 


dy 
di 


Esta os la ecuación diferencial de la curva que se buscaba. Haciondo una 
transformación, tenemos: 


enadas, estó dividido en el punto de contacto en dos 





y, Por consiguiente, 
Inz-+Iny=1nC, o sea, zy=C. 
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Utilizando la condición inicial, determinamos que C=3-2=6. Es decir, 
la curva que so buscaba es la hipérbola zy=08. 

Resolver las ecuaciones diferenciales: 

2742. tg asen? y dí +cos* z cte y dy =0. 

2743. xy —y =P. 

2744. xyy =1—2. 

2745. y—zy' a (1 +2%y). 

2746. 3e* tg y dx+ (1—e”) sec? y dy =0. 

2747. y tgzr=y. 


Hallar las soluciones particulares de las siguientes ecuaciones, 
que salisfacen a las condiciones iniciales que se indican: 


2748. (1-4-e%)-y-y =e*; y=1 para =0, 
2749. (1y2 +2) d2+ (y —y)dy=0;.y=1 para z=0. 





E 
z* 

Reso]ver las siguientes ecuaciones diferenciales valiéndose del 
cambio de Variables: 

2751. y =(2+ y). 

2752. y' =(8x + 2y 4 1). 

2753. (23 +4+3y—1) dx + (42 + 6y —5) dy =0. 

2754. (22— y) dx + (4x—2y+ 3) dy =0. 

En los N% 2755 y 2756 pasar a las coordenadas polares: 

2755. y VE. 

2756. («2 + y?) dr—ay dy =0. 

2757*. Hallar una curva que tenga un segmento de tangente 
cuya longitud sea igual a Ja distancia desde el punto de contacto 
hasta el origen de coordenadas. 

2758. Hajlar una curva para la que el segmento de la normal, 
en cualquier punto de la misma, comprendido entre los ojos de coor- 
denadas, esté dividido por este punto en dos partes igualos. 

2759. Hallar una eurva cuya subtangente tenga una longitud 
constante 4. 

2760. Hallar una curva cuya subtangente sea el doble de la 
abscisa del punto de contacto. 

2761*. Hallar una curva, para la que la abscisa del centro de gra- 
vedad de la figura plana, Jimitada por los ejes de coordenadas, 


2750. y senz=ylny; y==1 para c= 
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por esta misma curva y por la ordenada de cualquiera de sus 
puntos, sea igual a 3/4 de la abscisa de este punlo. 

2762. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (3; 1), 
para Ja que cl segmento de tangente comprendido entre el punto 
de contacto y el eje OX esté dividido en dos partes iguales por el 
punto de intersección con el eje OY. 

2763. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2; 0), 
sabiendo que el seginento de la tangente a dicha curva, compren- 
dido entre el punto de contacto y el eje OY, tiene longitud cons- 
tante e igual a 2. 

Hallar las trayectorias ortogonales de las familias de curvas 
que se dan a continuación (a es un parámetro) y construir estas 
familias y sus proyecciones ortogonales: 

2764. 24 y =a2, 2766. xy=a. 


2765. yl =az. 2767. (1d +y=a?. 


$ 4, Ecuaciones diferenclales homogéneas de 1% orden 
4. Ecuaciones homogéneas, Una ecuación diferencial 
Ple, y) dz4+Q(z, y) dy=0 0) 
se llama homogénea, si P(x, y) y Q(z, y) son funciones homogéneas de igual 
grado. Ja ecuación (1) puedo reducirse a la forma 





y por medio de la sustitución y==x=.w, donde u es una nueva función incóg- 
nita, se transforma en ecuación con variables soparadas. También se puede 
emplear la sustitución z= yu. y 
Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 
Y 
ey Y 
PRE 
Solución. Hacemos la sustitución y=uz; en este caso, u+xu'= 
=e-bu o bien, 


ram, 
5 
Integrando, obtenemos =—Inln Í,, de donde 
Cc 
y=—= nin L. 


2, Ecuaciones reducibles a homogéneas. Si 


rf art bdo 
vel e) 


234016 
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y 0=|*1 7s| +0, poniendo en la ecuación (2) >=u-+a, y=w-+f, dondo las 


2 da 
constantes a y f se determinan por el sistoma de ecuaciones 
aa+bb+e=0, a+ o cs=0, 


obtenemos una ecuación diforencial homogénea respecto a las variables u y ». 
Si 3=0, poniendo en la ecuación (2) azx-+b,y=u, obtenemos una ecuación 
con variables separadas. 


Integrar las ecuaciones diferenciales: 


2168. y =L-4. 2770. (1—y) y de—2%dy =0. 
2769, y =—=+L, 
z 


2774. Hallar, para la ecuación (2%+4 y?) dr—2xydy=0, la 
familia de curvas integrales y escoger aquellas curvas que pasan 
respectivamente por los puntos (4; 0) y (1; 4). 

2772. ydx+(2Y 2y—x) dy=0. 

2773. zdy—ydi=VX* + y dz. 

2774. (41 + 3xy + y?) de + (4y? + 3xy + 2%) dy =0. 

2775. Hallar la solución particular de la ecuación (2? -—3y*) dz + 
+2zy dy=0, con la condición de que y=1 para 2=2. 

Resolver las ecuaciones: 

2776. (22—y+4) dy +(2—2y 4-5) d2=0. 


o Ad > 2 
2777. y 3 2718. Y == 


2779. Hallar la ecuación de la curva, que pasa por el punto 
(1; 0) y que tiene la propiedad de que el segmento, que inter- 
cepta su tangente en el eje OY, es igual al radio polar del punto 
de contacto. 

2780**. ¿Qué forma debe darse al espejo de un proyector para 
que los rayos del foco Iuminoso concentrado'-en un punto se reflejen 
formando un haz paralelo? 

2781. Hallar la ecuación de la «curva, cuya subtangente es 
igual a la media aritmética de las coordenadas del punto de 
contacto. > 

2782. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, la longi- 
tud del segmento, interceptado por la normal en cualquiera de 
sus puntos en el eje de ordenadas, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. ye 

2783*, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el área 
comprendida entre el eje: de abscisas, la misma curva y dos orde- 
nadas, una de las cuales. es constante y la otra variable es igual 
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a la razón del cubo de la ordenada variable a la abscisa corres- 
pondiente. 

2784. Hallar la curva, para la cual, la longitud del segmento 
del eje de ordenadas, interceptado por cualquiera de sus tangentes, 
es igual a la abscisa del punto de contacto. 


$ 5. Ecuaciones diferenciales lineales de 1% orden. Ecuación 
de Bernoullt 
1% Ecuacionos linoales. La ecuación diferoncial de la forma 


v+P(5)y=(0) (2) (1) 


do 1er grado con respecto a y e y”, se llama lineal. 
Si la función Q (2)=0, la ecuación (1) toma la forma 


y +P()y=0 (2) 


Y, recibo el nombre de ecuación diferencial linéal homogénea. En este caso, 
as variables se separan y la solución general de la ecuación (2) es 
5 Plxjax 
y=Ceé Sr So (8) 
Para resolver la ecuación lineal no homogénea (1) se emplea el llamado 
método de variación de la constante arbitraria. Este método consiste en que, 
es se halla la solución general de la correspondiente ecuación 
ineal homogénea, es docir, la expresión (3). Después, suponiendo que en 
esta expresión C es función de x, se busca la solución de la ecuación 
no homogénea (1) en la forma (3). Para ello, ponemos en la ecuación (1) 
y e y', deducidas de (3), y de la ecuación diferencial así obtenida determi- 
namos la fuución C (x). De esta forma, obtenemos la solución general de la 
ecuación no homogénea (1) de la forma. 


$ Plajaz 
y=C (2) e ee. 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
y =tg z-y 4008 2. (4) 
Solución. La correspondiente ecuación homogénea es 
y'—tgzy=0. 
Rosolviéndola, tenemos; 
y=o 
cos = 


Considerando € como función de z y derivando, hallamos: 
42.20, senz c 
cosa dx 'costz 








y= 


Poniendo y e y” en la ecuación (4), obtenemos: 


4 ge y sen x 
cosz dz ' costa 





Cc ac 
«C= . == Ys 
C=tgz Hoz, 0 q =008tz 


23 
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de donde 
c 1 1 
ct=1 costa da=-=p2+-7 som 22404 
Por consiguionte, la solución goneral de la ecuación (4) tieno la forma 


+ sen2z4C,) E 


cos x 
Para resolver la ecuación lineal (t) se puede emplear también la susti- 
tución 

y=u0, (5) 
donde u y w son funciones de z. En este caso, la ecuación (1) toma la forma 
[+2P (2) 4] v+v'u=0 (2). (6) 

Si se exigo que 
w+P(2)u=0, (Mm 
do (7) hallamos u, y después, de (6) hallamos », y por fin, de (5) hallamos y. 
2. Ecuación de Bernou1li. La ecuación de 19 orden de la forma 

yv+P(2y=0 (034, 

donde as*0 y «+1, so llama ecuación de Bernoulli. Esta ecuación se reduce 


a lineal valiéndoso do la sustitución z=y!-%, Se puede también emplear 
uote la sustitución y=u»w, o el método de variación du la constante 
achibraria. 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 


v=L 142 V7. 





Solución. Esta es una ecuación de Bernoulli (en la que a= 
Poniendo 


y=u, 
sobLenemos: 


4 pÑ 
wopoam aq Yi o» (uu) +ou=e Vi. 6) 
Para detorminar la función u exigimos que se cumpla la relación 
uo, 
z 
de donde 
u=xi, 
Poniendo esta expresión en la ccuación (8), tenemos: 
vri=x ox, 
de donde hallamos v: 
2 
0=(FIn121+0), 
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y, por consiguiente, obtenemos la solución general en la forma 
y=2 (+ In|21+0)”. 
Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 
2785. L—L=k, 
de z 


2 
HU as, 
z 


dy 
2786. + 


2787*. (1+y2) de=(Y TF sen y— 24) dy. 

2788. y* dr— (2xy +3) dy = 

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condicio- 
nes que se indican: 

2789. xy +y—e*=0; y=b para z=a. 


2790. y a —1—2=0; y=0 para z=0. 








2791. y —ytgr= ; y=0 para z=0. 


mE E 
cos x 
Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 
4 YY 

2792. LL —ay. 


2793. 22 L—p42=0. 
2794. yda4 (e "y ) dy=0. 


2795. 3x dy=y (1 +xsen 2— 3y? sen 2) dz. 

2796. Se dan tres soluciones particulares y, yy € ya, de una 
ecuación lineal. Demostrar, que la expresión ar conserva un valor 
constante para cualquier z. ¿Qué sentido geométrico tiene este 
resultado? 


2797. Hallar las curvas, para las cuales, el área del triángulo 
formado por el eje OX, la tangente y el radio vector al punto 
de contacto es constante. 


2798. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de abscisas es igual al 
cuadrado de la ordenada del punto de contacto. 


2799. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es igual a la 
subnormal. 
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2800. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es proporcio- 
nal al cuadrado do la ordenada del punto de contacto. 

2801, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, la longitud 
de la tangente es igual a la' distancia desde el punto de intersec- 
ción de esta tangente con el eje OX hasta el punto M (0, a). 


$ 6. Ecuaciones diferenciales exactas. Factor Integrante 


17. Ecuaciones diferenciales exactas (o en diferenciales 
totales). Si para la ccuación diferencial 


Pz, y) dz40Q (2, y) dy=0 0) 


o cumple la igualdad ¿2 =22, la ecuación (1) so puodo escribir do 1 


forma dU (x, y)=0 y se llama ecuación pe jecencial exacta (o en diferenciales 
totalos). La integral general de la ecuación (1) es U (z, y)=C. La función 
Le Y se determina por el método que se indicó en el cap. VI, $ 8, o por 
a Jórmula 


x y 
U= | Pte vdz+ | Oteo 1) dy 
a] Yo 


(véase ol cap. V11, $ 9). 
Ejemplo 1. Hallar la integral de la ecuación diferencial 
(6224-6242) dz +(62*%y + 4y9) dy =0. 


Solución. Esta es una ecuación diferencial exacta, ya que 
9 (Ba* 4 6x4?) _ 9 (Gzty + 4y2) 


y =— 7 —= 122 y, por consiguiente, la ecuación tione 
la forma dU=0. 
Aquí 
9U 0U y 
—_—=322 a — 2, A 
Y 3224-6xy?, y =62% + 4y3; 
de donde 


U=Í (840543 ¿249 0) =00 4309940 (9). 


Merivando U con respecto a y, hallamos 


ou % 
a AO (Y) 67% + 4y? 


(or la condición); de donde Q'(y)=4y3 y p(y)=41+Co. En dofinitiva 
obtenemos U (zx, y)==3+3x%y2+y84+Co, y, por consiguiente, 23-+32%y2+4 
+y9=C es la integral general que se buscaba de la ecuación dada. | 

2”. Factor intogranto, Si ol primer miembro de la ecuación (1) 
no es una diferencial exacta y se cumplen las condiciones del teorema 
dé Cauchy, existe 'una función p=p(x, y) (factor integrante) tal, que 


p(Pdr+Q dy =dU. (a) 
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De donde obtenemos, 'que la función y: satisface a la ecuación 
2 0 
y d=>3 (40). 

El factor integrauto y se puedo hallar fácilmente en dos casos: 


m al F-2) =F (2), entoncos p=p (2); 


Oy dz 
Ejemplo 2. Resolver la ecuación 


ya 
(2214 22427) d24(2%412) dy =0. 


Solución. Aquí 


2) +($-2) =F, (y), entonces =p (y). 


p=29 +0, Q=zi4-4? y HF-2 Ry Et 





óy Oz ya, 
y, por consiguiente =p (2). 
2Gu) 290) q y SP 0 ¿ 
Como y op dy e +0 E, se tendrá que 
pa E jor _ 00 qe En 
ma 23 5) 0== dx o Inp=x, p=e*. 
Multiplicando la ecuación por h=e* obtenemos: 


es (aya +7) rear) ay=0 


que es una ocuación diferencial exacta. Integrándola, tendromos la integral 
general 


yea ue. 
Hallar las integrales generalés de las ecuaciones: 
2802. (2 + y) dr +(2+ 2y) dy=0. 
2803. (1? + y?+2x) de + 2ay dy =0. 
2804. (a? — Bay" + 2) de —(32%y—y?) dy=0. 


2805. zdz+-y dy== UL 


2806. E E Aa 0. 


2807. Hallar la intogral particular de la ecuación 


+0) drya (1 -5) dy=0, 


que satisfaga a la condición inicial y(0)=2. 
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Resolver las siguientes ecuaciones, que admiten el factor inte- 
grante de las formas 4=H (x) o =p (y): 


2808. (x-+ y?) du— 2xy dy =0. 
2809. y (1-+ xy) de—zdy=0. 


2810. 2 d+ (y? —In2) dy=0. 
2811. (zcosy— ysen y) dy + (a sen y + ycos y) de=0. 


$ 7. Ecuaciones diferenclales de 1*" orden, no resueltas con respecto a la 
derivada 


1” Ecuaciones diferenciales de 1% orden, de grado 
superior. Si la ecuación 
Fíz, y, y')=0, (1) 
por ej., es de sogundo grado cou rospecto a y', resolviéndola con respecto 
a y”, obtenemos dos ecuaciones: 


yY=h(3 Y, y=f2(2, y). (2 
De esta forma, por cada punto My (Zo, yo) do un determinado campo del 


plano pasarán, on general, dos curvas integrales. La integral gonoral de la 
ecuación (1) tiene, en esto caso, la forma 

D(z, y, C)=0,(2, y, C) Da (2, y, C)=0, (2) 
dondo P, y O, son las integrales generales de la ecuación (2). 

Además, para la ecuación (1) puede existir una integral singular, Geomé- 
tricamente, la integral singulur representa de por sí la envolvente de la 
familia do curvas (3) y puede obtenerse eliminando C del sistema de ecua- 
ciones 





D(z, y, C)=0, Op (z, y, C)=0 (4% 
o eliminando p=y” del sistema do ecuaciones 
Fix, y, p)=0, Fi (x, y, p)=0. (5) 


Dobe advertirse, que las curvas determinadas por las ecuaciones (4) o (5) 
no son siempre soluciones de la ecuación (1); por lo cual, cn cada caso 
concreto es necesario hacer la prueba. 


Ejemplo 4. Hallar las integrales, general y singular, do la ecuación 
1y 24 2xy" —y=0. 
Solución. Resolviendo con respecto a y', tenemos dos ecuaciones 


homogéneas: 
+ y 4, y= Vaz, 


determinadas cn el campo 











x(=4y)>0, 
cuyas integrales generales son 


Vatol. (VEZ 
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o 

Roby—c)-2Y/3F=0, lr 042 VA 

Maultiplicándolas entre sí, obtenemos la integral general de la ecuación dada 
(27+y—C9—4 (424) =0 





o bien 
(y—C3=4Cz 

(familia de ne 

Derivando la integral general respecto a € y oliminando €, hallamos la 
integral singular 

y+42=0. 

(La prueba demuestra que y+x=0 es solución de la ecuación dada). 

La ¡ategral singular también se puede hallar derivando 2p?4-2:p—y=0 


respecto a p y eliminando 2: ls . 
2, Resolución de la ocuación diferencial por el 


mótodo do introducción de un parámotro. Si la ecuación 
diferencial de 1% ordon tiene la forma 

á =p (Y, y) 
las variables y y z se pueden determinar por el sistema de ecuaciones 


ap d 
FA ==9 (Y, Ph 


=y' desempeña ol papel de parámetro. 
Análogamente, si y =p (z, y'), las variablos x e y se determinan por el 
sistema du ecuaciones 





==, Y=p (zp 





Ejemplo 2. Hallar las integrales, general y singular, de la ecuación 
ni 
T 

Solución. Haciendo la sustitución y'=p, volvemos a escribir la 
ecuación de la forma 


y=yiiy + 


a 
ap Hr. 


y P 
Derivando respecto a z y considerando p como función de z, tenemos 





dp dp 
dr Sn dr 
Ao RBA A dp 
o bion de Lo—)=(Mp—2), O sea st Integrando, obtenemos p=x+C. 
Poniendo costo en la ecuación primitiva, tenemos la solución gonoral: 
2 2 
y=(2+C a (aC O =p C24 Cn 


Derivando csta solución general respecto a € y eliminando C, obtenemos 
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2 2 
la solución singular: uh (La prueba domuestra que i=e solución 
de la ecuación dada]. 

Si se iguala a cero el factor 2p9—z, en quo se hizo la simplificación, 


obtenemos => y, Poniendo este valor de p en la ecuación dada, obte- 
al 

nomos y=-7, es decir, la misma solución singular. 

Hallar las integrales generales y singulares de las ecuaciones 
(en los N% 2812— 2813 construir el campo de las curvas integrales): 

2812, y2— Y y 410. 

2813. 4y?—91=0. 

2814. yy?—(2y +1) y +2=0. 

2815. yy?—2xy' +y=0. 

2816. Hallar las curvas integrales de la ecuación y?+y*=1, 
que pasan por el punto M (0; 3) 6 


Resolver las ecuaciones siguientes, introduciendo el parámetro 
y =p: 


2817. z=seny'-+ In y'. 2820. 4y=2%+ y”. 
2818. y=y2e". 2821. eE "| 


2819. y=y2+4-2 In y”. 
$ 8, Ecuaciones de Lagrange y de Clalraut 


1%”. Ecuación do Lagrange. La ecuación de la forma 


y=2p (P) +1»), (1) 
donde p=y, recibe el nombre de ecuación de Lagrange. Por medio de la 
derivación, y teniendo en cuenta que dy=pdz, la ecuación (1) se reduce 
a lineal con respecto a x: 


pdz—=p (p) d24[20" (9) 4" (p)] 2p. [0] 


Si p=(p), de las ecuaciones (1) y (2) se obtiene la solución general cn 
forma paramétrica: 


2=Cf(p+e(p  v=1Cf(P)+e(p) 9 (0 +v(), 


donde p es un parámotro y f (p) y g(p) unas funciones conocidas dotermi- 
nadas. Además, puede oxistir solución singular, que so busca por el proce- 
dimicnto general. 3 

2”. Ecuación de Clairaut. Si en la ecuación (1) p(p)= p, se 
obtiene la ecuación de Clairaut 


y=zp+vp (9). 
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La solución general de esta ecuación tiene la forma do y=Cx-+wp(C) 
(familia de rectas). Adomás, existe solución singular (onvolvente), que so 
obtiene como resultado de eliminar el parámetro p del sistema de ecuaciones 


[ 2=—vY (p), 
y=p2+Y(p). 
Ejemplo. Resolver la ecuación 


yt. 8) 


Solución. Ponemos y”=p, en este caso, y=2p2+ 2; derivando 
y sustituyendo dy por p dz, obtenemos: 


pdr=2p ortiz 
o bien, 
dz 2 1 
Pp pit 


Resolviendo esta ecuación lineal, tendremos: 
1 
2==7 (mp +0). 
Por consiguiente, la ecuación general será: 
1 
==-5 Un p+-0), 
La 
y=2pz + pe A 
Para hallar la integral singular según la regla general, formamos ol sistema 
1 E! 
=2) —, l=l=-—. 
y=2p2+ P pi 
De aquí 
2 ya 
pr? 1 
y, por consiguiente, 
y=+2V2z. 
Poniendo y en la ecuación (3), nos convencemos de que la función 
obtenida no es solución y de que, por consiguiente, la ecuación (3) no tiene 
intogral siugular. 
Resolver las siguientes ecuaciones de Lagrange: 
1 , 
2822. y=72 (y +-2) > 2824. y=(1+y)+y” 


2823. y=y +V1=y?. 2825", y=—Fy (22+y). 
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Hallar las integrales, generales y singulares, de las siguientes 
ecuaciones de Clairaut y construir los campos de las curvas inte- 
grales: 

28%. y=xy +y”. 

2827. y=2xYy +y'. 

2828. y=2zy + VIEW. 

2829. y=Y Hr. 

2830. Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo 
formado por la tangente a la misma, en cualquier punto, y los 
ejes de coordenadas, es constante. 

7831. Hallar la curva, si la distancia desde un punto dado 
hasta cualquiera de las tangentes de la misma, es constante. 

2832. Hallar la curva, para la cual, el segmento de cualquiera 
de sus tangentes, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene 
una longitud constante, igual a l. 


$ 9, Ecuaciones diferenciales diversas de 1% orden 
2833. Determinar el tipo de las siguientes ecuaciones diferen- 


ciales e indicar sus métodos de resolución: ” 
a) (2+y) y =zarctgZ; DD y=(04+y) 
D (py y =y; J) zcos y' + y sen y =1; 
0) y =2xy+a%; k) (12—2y)y' = yt; 
d) y =22y+y*; l) (224 22y?) de+ 
e) ay" + y=sen y; + (y? + 32%y?) dy =0; 
D(u—ayP=y"; m) (2*-32y)d2+(2*43)dy=0; 
E) y=xeY; u) (2y*-4-In 2) dr=y? dy. 


») (y —20) Vy=w"; 


Resolver Jas ecuaciones: 

2834. a) (2—ycosL) dx +2 cos 2 dy =0; 
») z1n 7 dy—ydz=0. 

2835. 2d=(H-y) dy. 

2836. (2xy?—y)dx+x2dx=0. 


2837. xy +y=xy* nz. 
2838. y=2y'+y Iny. 
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2839. 
2840. 
2841. 


2842. 


2843. 
2844, 
2848. 
2849. 
2850, 
2851. 


2852. 


2853. 
2854. 
2855. 
2856. 
2857. 


2858. 
2859. 


2860. 


2869. 
2870. 


2871. 
2872. 


y=2y +V ay. 
22 (y +1) dx + (2*—1) (y—1) dy=0. 
(14 y?) (e2+ do —eY dy) —(14 y) dy =0. 


5 2 —1 











yy E A=1. 2845. (1—2) y + ay=a. 
yev = (y? + 2xeV) y . 2846. xy — == —x=0. 
Y +y00s T= Sen 200s z. 2847. y (acos y+ason 2y)=1. 
(y —22+y—1) de + (ey + 22— 3y—6) dy =0. 

, y 
y=(1+242). 
ay de =(2*y +2) dy. 

, 3a2 
Y SRA TO 

z EA 
2dx+ V AS y Zaz=0. 
y=t+ttl. 2861. e" da+(xev— 2y) dy=0. 
w +y?=.005 2. 2862. y=21y +V1+y” 
sajupacit 2863. y =L (14 Iny—lo 2). 
y (e+seny=1. 2864. (2e*4y1) dy—ye* de=0. 
Bas ya y 

yop 2865, y =2 (43). 
25 de —(a% 419) dy =0. 2866. xy (ay2+1) dy —dz=0. 
zy?+32yy' +2y*=0. 2867. a (xy +24) =uyy'- 
ii da E 2868. ady—ydr=y dz. 

Vaty 

E z a E 0 


(2— 1) dy + (+32 y Y 421) d2=0. 
q 
tg r- y=4. 


ViF2 d+(e+y—V a +2 d3=0. 
ayy? — (2% 4 y?) y xy =0. 
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2873. y=Y + > 
2874. (3224 22y — y?) de+ (2? —2xy —3y?) dy =0. 
2875. E =3p?*+ 4y?. 


Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones, para las 
condiciones iniciales que se indican: 


2876. y=YE%; y=0 para z=1, 
2877. y =1; y=1 para z=1. 
2878. y ctgr+y=2; y=2 para z=0. 
2879. eY (y +1)=1; y=0 para z=0. 











2880. y' + y=c08 x; y=+ para z=0, 


2881. y —2y=-—x% y=z para z=0, 





2882. y + y=2x; y=-—1 para z=0, 
2883. xy =y; a) y=1 para z=14; b) y=0 para z=0, 
2884. 2xy'=y; a) y=1 para z=1; b) y=0 para =0. 


2885. 2xyy' +2?—y*=0; a) y=0 para z=0; b) y=1 para» 
z=0; c) y=0 para x=1. 

2886. Hallar una curva que pase por el punto (0; 1) y que la 
subtangente sea igual a la suma de las coordenadas del punto de 
contacto. 

2887. Hallar la curva, sabiendo, que la suma de los segmentos 
que intercepta la tangente a la misma en los ejes de coordenadas 
es constante e igual a 2a. 

2888. La suma de las longitudes de la normal y de la subnormal 
es igual a la unidad. Hallar la ecuación de la curva, sabiendo, 
que ésta pasa por el origen de coordenadas. 

2889*. Hallar la curva, para la cual, el ángulo formado por la 
tangente con el radio vector del punto de.contacto es constante. 

2890. Hallar la curva, sabiendo, que el área comprendida entre 
los ejes de coordenadas, esta curva y la ordenada de cualquier 
punto situado en ella, es igual al cubo de esta ordenada. 

2891. Hallar la curva, sabiendo, que el área del sector limitado 
por el eje polar, la propia curva y el radio polar de cualquiera 
de sus puntos, es proporcional al cubo de este radio. 

2892. Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta 
la tangente en el eje OX, es igual a la longitud de la propia 
tangente. 
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2893. Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente, 
comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide en dos partes 
iguales por la parábola y?=2z. 

2894. Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de 
sus puntos es igual a la distancia desde este punto hasta el origen 
de coordenadas. 

2895*. El área de la figura limitada por una curva, los ejes 
de coordenadas y la ordenada de cualquier punto de la curva, es 
igual a la longitud del coorrespondiente arco de la misma. Hallar 
la ecuación de esta curva, si se sabe, que pasa por el punto (0; 1). 

2896. Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo que 
forman el eje de abscisas, la tangente a la curva y el radio vector 
del punto de contacto, es constante e igual a al. 

2897. Hallar la curva, sabiendo, que el punto medio del segmento, 
interceptado en el eje OX por la tangente y la normal a la misma, 
es constante, (a; 0). 

Al formar la ecuación diferencial de 18 orden, sobre todo en los pro- 
blomas físicos, son frecuentes los casos en que conviono emplear el llamado 
método de las diferenciales, que consiste en que, las relaciones aproximadas 
entre los incrementos infinitamente pogo de las magnitudes que se 
buscan, ciertas con una aproximación hasta de infinitésimos do orden 


superior, se sustituyen por las correspondientes relaciones ontro sus dife- 
renciales, cosa que no influye en el resultado. 


Problema. En un depósito hay 190 litros de disolución acuosa que 
contiene 10 kg do sal. En este depósito se vierte agua con una velocidad 
de 3 litros por minuto y se expulsa la mezcla con velocidad de 2 litros 
por minuto. La concentración se mantiene homogónca removiendo ol agua. 
¿Cuánta sal habrá en el depósito después de transcurrida una hora? 


Solución. Se da el nombre do concentración < de una substancia 
dada, a la cantidad de la misma que hay en una unidad de volumen. Si la 
concentración es homogénea, la cantidad de substancia en un volumen Y 
será igual a cV. 

Supongamos, que la cantidad de sal que ar en el depósito después de 
transcurrir ¿ min, es igual a z kg. La cantidad de mezcla que hay en el 
depósito on este instante será (100++) litros y, por consiguiente, la con- 

rr ho z s 
centración == Í7 kg por litro. 


Durante el espacio de tiempo dt, del depósito salen 2dt litros de 
mezcla, que contienen 2c dt kg de sal. Por esto, la variación dz do la can- 
tidad de sal que haya on el depósito se caracteriza por la relación 


E 2x 
—dr=2ecdt, 0 bien ON Ar 


Esta es, precisamente, la ccuación diferencial que so buscaba. Sepa- 
rando las variables e integrando, tenemos: 


la z=—21n (10049)-+In C 


O 
(400 pE2) * 


0 sea, 


z 
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La constante C se determina partiendo de la condición de que, cuando 
¿=0, z=10, es decir, C=100.000. Después de una hora, en el depósito 
quedarán 
190.000 

ETT 





=3,9 kg de sal. 


2898*. Demostrar, que la superficie libre de un líquido pesado 
que gira alrededor de un eje vertical, tiene la forma de un para- 
boloide de revolución. 

2899*. Hallar la dependencia que existe entre la presión del 
airo y la altura, conociendo, que esta presión es igual a 1 kgf por 
1 em? al nivel del mar y de 0,92 kgf por 1 cm? a 500 metros de 
allura. 

2900*. Según la ley de Hooke, un cordón elástico do longi- 
tud 1, bajo la acción de una fuerza de dilatación £, experimenta 
un incremento do longitud igual a /iF (k==const). ¿En cuánto 
aumentará la longitud de este cordón, por la acción de su propio 
poso W, si so lo cuelga por uno de sus extremos? (La longitud 
inicial del cordón es 1). 

2901. Resolvor este mismo problema, pero con la condición de 
quo en el extromo libre del cordón se suspende un peso P. 

AL resolver los problemas 2902 y 2903, utilizar la ley de Now- 
ton, según la cual, Ja velocidad con que se enfría un cuerpo es 
proporcional a la diferencia de temporaluras del cuerpo y del 
modio que lo rodea. 

2902. Hallar la dependencia entre la temperatura 7 y el 
tiempo 2, si un cuerpo calentado hasta 7, grados so introduco en 
un. local cuya temperatura es constante e igual a a grados. 

2903. ¿Dentro de cuánto tiempo, la temperatura do un cuerpo 
calentado hasta 100%, descenderá hasta 30%, si la temperatura del 
local es igual a 20? y durante los primeros 20 min el cuerpo en 
cuestión se enfrió hasta 60% 

2904. El efecto retardador del rozamiento sobre un disco que 
gira dontro de un líquido, es proporcional a la velocidad angular 
de rolación. Hallar la dependencia de esta velocidad angular del 
tiempo, conociendo, que el disco, que comenzó a girar con una 
velocidad do 100 r.p.m., después de pasar 1 min gira a una velo- 
cidad de 60 r.p.m. 

2905*. La velocidad de desintegración del radio es proporcional 
a la cantidad del mismo. Se sabe, que transcurridos 1600 años 
queda la mitad de las reservas iniciales de radio. Hallar «qué 
tanto por ciento do radio rosultará desintegrado cuando pasen 
100 años. 

2906*. La velocidad de salida del agua por un orificio, que 
se encuentra verticalmente a una distancia h de la superficie 
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libre del líquido, se determina por la fórmula 


V 2gh, 


donde c;=0,6 y g es la acoleración de la fuerza de gravedad. 
¿Cuánto tiempo tardará en salir el agua que llena una caldera 
semiesférica do 2 m de diámetro, si sale por un orificio redondo 
que hay en el fondo y que tiene 0,1 m de radio? 

2907*. La cantidad do luz que resulta absorbida al pasar por una 
capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad de luz que 
cae sobre ella y al espesor de la misma capa. Si al atravesar una 
capa de agua de 3 m de espesor queda absorbida la mitad de la 
cantidad inicial de luz ¿qué parte de esta cantidad llegará hasta 
la profundidad de 30 m? 

2908*. La resistencia dol aire on el descenso de los cuerpos 
en paracaídas es proporcional al cuadrado de la velocidad con que 
se mueven. Hallar la velocidad límite de la caída. 

2909*. El fondo de un depósito, de 300 litros de capacidad, 
ostá cubierto de una mezcla de sal y de una substancia indiso- 
Iuble. Suponiendo que la velocidad con que se disuelve la sal 
es proporcional a Ja diferencia entre la concentración en el ins- 
tante dado y la concentración de la disolución saturada (1 kg do 
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de agua pura dada 
disuelve 1/3 de kg de sal por min, hallar qué cantidad de sal 
contendrá la disolución al cabo de una hora. 

2910*, La fuerza electromotriz e de un circuito, con intensi- 
dad do corriente i, resistencia R e inductancia £, és igual a la 
caída de tensión Ri más la fuerza cloctromotriz de autoinducción 


LS. Detorminar la intensidad de la corriente ¿, on un instante £, 
si e=Esenot (E y w son constantes) e ¿=0 cuando ¿=0, 


v= 





$ 10. Ecuaciones diferenciales de ordenes superiores 
4% Caso de integración inmediata. Si 
y =1 (a), 
se tieno 
P 


y=Ñarl.. 


y 


[arca dep. 





n veces 


2. Casos do reducción a un orden inforior. 1) Si la 
ecuación diferencial no contiene y de forma explícita, por ejemplo: 


F(z, y”, y)=0, 

poniendo y'=p, obtenemos una écuación de orden inferior en una unidad 
F(z, p, p')=0 

241016 
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Ejomplo 1. Hallar la solución particular de la ecuación 
2y"4+y 42=0, 
quo satisfaga a las condiciones 
y=0, y'=0 para z=0. 
Solución. Poniendo y'=p, tenemos y”=p", do donde 
zp +p+x=0. 
Resolviendo esta ecuación como lineal con respecto a la función p, 


obtenomos: 
sa 
mo. 


Do las condiciones y'=p=0 para z=0, tonomos que 0=C,—0, es decir, 
€,=0. Por consiguiente 


a 
LE 
o bien, 
e PE 
de 3" 
de dondo, volviendo a integrar, obtenemos 
se 
ES 





Poniendo y=0 para z=0, hallamos C¿=0. Por consiguiente, la solución 
particular que buscábamos es 


1 
=—> 42 
y q 


2) Si la ecuación diferencial no contione z de forma explícita, p. Oj. 
Fw y y)=0, « 


poniendo y'=p,y”=p z, obtenemos una ocuación do orden inferior en 


F (», Ps »2)-o. 
Ejemplo 2. Hallar la solución particular de la ecuación 
YY —y3=yt 
con la condición de que y=1, y'=0 para 2=0. 


una unidad 


Solución. Ponemos y'=p, en este caso, y” Z y muestra ecuación 





so transforma en la siguiente: 
dp 
DP pi=yt 
dr dd 


Hemos obtenido una ecuación dol tipo de Bernoulli con respecto a p 
(y se considera argumento). Resolviéndola, hallamos: 


perry VO +. 
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Do la condición y'=p=0 para y=1, tenemos C¿=—1. Por consiguien- 
to, 
e p=+yVy=1 
o bien 
dy 


T- — 
q y VIA 
Integrando, tenemos: 
arecos— +2 =Ca. 
Poniendo y=1 y z=0, obtenemos que C¿=0, de donde L=c08 2, o 


y =sec Z. 
Resolver las ecuaciones. 


24, yl. 2920. yy" =y y +y”. 

2912. y =— ¿3 2921. yy —y (1+-y)=0. 

2943. y =1—y". 292. y ==» 

2914. ay"+y'=0. 2923. (1+1)y—(2+2) y + 
+x+2=0. 


2915. yy" =y”. 
2916. yy"-+y?=0. 
a A a 
2917. Upa) yy iptmo. 202. y + (w)*= ay”. 
2918. y (1+y?)=ay”. 2928. ay"+y"=1-+x. 
2919. ay" +xy =4. 2927. y“ +y?=1. 


Hallar las soluciones particulares, para Jas condiciones inicia- 
los que se indican: 


2928. (1+2%) y" —22y =0; y=0, y =3 para z=0, 
2929. 14+y?=2yy”; y=1, y =1 para z=1. 

2930. yy” + y?=y"”*; y=1, y =1 para z=0. 

2931. xy"=y'; y=0, y =0 para x=0. 

Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 
2932. y =VP+y Y —yy. 

2933. yy"=y%+y VPF y? 

2934. y3—yy" =yW". 

2935. yy” +y*—y*Iny=0. 


3 A BE 
2924. xy" =y' In - 
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Hallar las soluciones que satisfagan a las condiciones que se 
indican: 


2936. yy?=4; y=1, y =1 para a 
2937. yy + y2=4; y=4, y =1 para x<==0, 
2938. y =V UyE y=0 para =4; y=1 para z=e?, 














2939. de ty 2+Inx; y Es y =1 para 2=1. 


2940, y”= LE (1+ + TS y=+, y =1 para =1. 

2941. y — war (y—1)=0; y=2, y =2 para z=0. 

2942. 3yy =y+y 944; y =—2; y =0 para x=0. 

2943. y? +y?—2yy'=0; y=1, y =1 para z=0. 

2944. yy +y?*+yy”=0; y=1 para z=0 e y=0 para z=—1. 
2945. 2y +(y?—6x)-y"=0; y=0, y =2 para 2=2, 

2046. yy yy —y?=0; y=1, y 2 para 2=0, 

2947, 2yy"—3y?=4y*; y=1, y =0 para 2=0. 

2948. 2yy  +y?—y?=0; y=1, y =1 para z=0, 


2949. y"=y?— y; y= E; yv=24 para z=1. 

















2950. Y + ey —29y*=0; y=1, y =e para 2= +. 


2951. L-yy” +y?=0; y=0, y =1 para z=1. 

2052. (L+yy)y =(l y) y; y=1, y =1 para 2=0, 

2953. (2+1)y"4-2y?=y; y=—2, y =4 para 2=1. 

Resolver las ecuaciones: 

2954. y =2y 2-by”. 

2055. y =2y + y —y. 

2956, y"? =4y”. 

2957. yy y =y*—y”?. Destacar la curva integral que pasa por 
el punto (0; 0) y quo es tangenle en éste a la recla y+x=0. 

2958. Hallar las curvas de radio de curvatura conslante. 

2959. Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
proporcional al cubo de la normal. 


2960, Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
igual a la normal. 
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2961. Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
dos veces mayor que la normal. 

2962. Hallar las curvas, para las cuales, la proyccción del radio 
de curvatura sobre el eje OY es constante. 

2963, Hallar la ocuación del cable de un puente colganle, 
suponiendo que la carga se dislribuye uniformemente por la proyec- 
ción de dicho cable sobre una recta horizontal. El peso del cable 
se desprecia. 

2964*, Hallar la posición de equilibrio de un hilo Hexible, 
inestirable, sujeto por sus exlremos a dos puntos y que liene una 
carga constante q (en la que se incluye el peso del propio hilo) 
por unidad de longitud. 

2965". Un grave sin velocidad inicial resbala por un plano 
inclinado. Hallar la loy de su movimiento, si el ángulo de incli- 
nación es igual a «, y el coeficiente de frotamiento p. 

Indicación. La fuerza do frotamiento es igual a pWV, donde N es 
la reacción que opone el plano. 

2966*. La resistencia del aire a la caída de los cuerpos puede 
considerarse proporcional al cuadrado de Ja velocidad. Hallar la 
ley del movimiento, si la velocidad inicial es igual a cero. 

2967*. Una lancha de motor, de 300 kgf de peso, se mueve en 
línea recta con una velocidad inicial de 66 m/seg. La rosistencia 
del agua es proporcional a la velocidad e igual a 10 kgf cudndo la 
velocidad es de 1 m/scg. ¿Dentro de cuánto Liempo la velocidad 
do la lancha será igual a 8 m/sog. d 


$ 11. Ecuaciones diferenciales lineales 


1%. Ecuacionos homogóneas. Las funciones Y4=P() 
Va=a(2), --- Un =p (2) se llaman linealmente dependientes, cuando existon 
unas constantes Cy, Co, ..., Cn, tales, que sín ser todas iguales a cero, se 
tiene 


Civ ECoYa d+ ++ CnUn = 05 
en el caso contrario estas funciones reciben el nombro de linealmente 


independientes, 
La solución general de la ccuación diferencial lineal homogénea 
ym Py (yb... +Pp(a)y=0 (1) 
con coeficientes contínuos P; (=) (¿=1, 2, .+., nr) tiene la forma 
y=Cm+Cata +++ PCnbno 
donde yy, Y ---+ Un, son soluciones linealmente independientes de la ecua- 


ción (1) (sistema jundamental de soluciones). 
2. Ecuaciones no komogéneas. La solución general de la 
ecuación diferencial lineal no homogénea 


YO RP + (y = (2), a 
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siendo los cocficientes P;(x) y el segundo miembro /(x) funciones conti- 
nuas, tiene la forma 


y=Yo+Y, 
donde yy es la solución general de la correspondiente ecuación homogónea 
(1) e Y una solución particular de la ecuación no homogénea dada (2). 
Si se conoco un sistema fundamental de solucionts Y;, Yg -»., Yn de 
la ecuación homogénea (1), la solución general de la correspondiente ecua- 
ción no homogónca (2) se puede hallar por la fórmula 


y=C (2) Y + Co (2) y4 +... E Cn (2) Yns 





donde las funciones C; (2) (i=1,2,..., 2) se obtienen del sistema. de coua- 
ciones 
Ci (2) + Ca (=) ya +++ «FC; (2) yn =0, 
Co) yi+ Ca (a) y 
ERAABOLAAARE PIRATA (5) 


CN Cr, (2 YD =0 
CI a CT =f (2) 


(método de variación de las constantes arbitrarias) 
Ejemplo. Resolver la ecuación 


6 ayy =2% (4) 
Solución. Resolviendo la ecuación homogénea 
1y"4+y'=0, 
obtonemos: 
y=C,Inz+Cz. (5) 


Por consiguiente, se puode tomar 
y=Inxe yy=1 
y buscar la solución de la ecuación (4) en la forma 
y=C, (=) In -+C2 (2). 

Formando el sistema (3) y teniendo en cuenta que la forma reducida de la 
ecuación (4) es vit = 7, obtenemos 

( (6) 1n74C;(2)-1=0, 

“ty A . 

Í Ci) 7+C(0):0=xz. 

De donde 
E 


e PS z 
G()=3F+4 y Ca)=—= nz +8 
y, por consiguiente, 
3 
y= +4 luz+B, 


donde A y B son constantes arbitrarias. 
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2968. Investigar la dependencia lineal de los siguientes siste- 
mas de funciones; 


a) 2, 244; 7 A E 
b) a?, —22*; DA e 
0) 0, 1, x; g) senz, cosz, 1; 


d) x=, 2+4, +2;  —h) sentx, cos*z, 1. 


2969. Formar la ecuación diferencial lineal homogénea, cono- 
ciendo su sistema fundamental de soluciones: 


a) y =sen z. Ya =C08 2; 

b) y=e", Ya=xe*; 

o) a4=z, M=z; 

dd y=e, y2=e* senz, ya=.e*cosx. 


2970. Conociendo el sistema fundamenta) de soluciones de la 
ecuación diferencial lineal homogénea 


Y=2 y=2%, y=", 


hallar su solución particular y, que satisfaga a las condiciones 
iniciales 








Yla=a=0, Y loas 1, Y ls =2. 
2971*. Resolver la ecuación 
v+hy+y=0, 
conociendo su solución particular y, = == A 
2972. Resolver la ecuación 
2 (Inc—1)y —ay +y=0, 
conociendo su solución particular y,=x. 


Resolver las siguientes ecuaciones lineales no homogéneas por 
el método de variación de las constantes arbitrarias: 


2973. Py —ay' =32%. 
2074. y + ay —y= 
2975. y" +y =se0 z. 





S 12. Ecuaciones diferenciales Jineales de 2? orden con coeficientes 
constantes 


1%. Ecuaciones homogéneas. La ecuación lineal homogénea 
do 2” orden con cocficientes constantes p y q, es de la forma: 


y "+ y +qy=0. (1) 
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Si k, y kg son las raíces de la ecuación característica 
9 (k)= 4 pk4q=0, (Y 


la solución general de la ccuación (1) se escribe en una de las bres formas 
siguientes; 





DM) y=Cj UG Cy RA Si key y kz son reales y ky == ho: 
2) y (Cy+Co2), si hy hi; 
3) y=e%* (C, cos Pz + Casen Pa), si ¡a+ Bi y ha=a—Br (Pp + 0). 





ya 


" 2% Ecuaciones no homogéneas. La solución goneral de la 
ecuación diferencial lincal no homogénea 


y + py +94 =1(2) 5) 
se puede escribir en forma de suma 


y=w+Y, 


donde yo es la solución general de la correspondiente ecuación (1) sin segun- 
do miembro, que se determina Poe las fórmulas 1) —3), e Y es una solu- 
ción particular de la ecuación dada (3). 

La función Y se puede hallar poc el método de los coeficientes indeter- 
minados on los siguientes casos simples; 

1. f(2)=e*%P, (2), dondo P, (z) es un polinomio de grado n. 

Si a no os raíz de la ecuación característica (2), es decír, q (a) 7= 0, 
se considera Y=e"*Q, (x), donde Q,(z) es un polinomio de grado » con 
coeficientes indeterminados. d 

Si a os raíz do la ecuacion característica (2), es decir, p(2)=0, 'se 
Paris e (x), donde r es el grado de multiplicidad de la raíz 
a(r=1 0-2). 

2. f(2) =e%% [P, (2) cos br-+Q,n (2) son 02]. 

Si q (a + bi) 0, so considera 


Y =,% [Sy (2) cos bx + Ty son bx], 


donde Sy (x) y Ty (z) son polinomios de grado N =máx (u, mj. 
Si por el contrario, « (a + bi) =0, so considera 


Y = 24% [Sy (2) 008 ba-+ Ty (2) sen da], 


donde r es el guta de multiplicidad de la rafz a+ bi (para la ecuación 
de 2* orden r=1). A 

En el caso general, para resolver la ecuación (3) se emplea el método 
de variación de las constantes arbitrarias (véaso el $ 11). 


Ejomplo 1. Hallar la solución de la ecuación 
2y"—y —y=4xe2k, 
Solución. La ecuación característica 22—k—1=0 tiene las raíces 
k 








U=t y => La solución general do la correspondiente ecuación homo- 


x 


génea (de la forma primera) es yy=Cje* +Cge 2 . El sogundo miembro do la 
¿cuación dada [(2)=4ze2%=e02P, (2). Por consiguiente, Y=e2 (421 B), 
ya que 2=41 y r==0. Derivando Y dos veces y poniendo las dorivadas en la 
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ecuación dada, obtenemos: 
20% (Ary 4B 44) — e pAr+ 281 A) el (4a 4 B) 4x0. 


Simplificando por e?% o igualando entro sí los coeficientes que corresponden 
a las primeras potencias de z y los términos independientes de ambos 
miembros de la igualdad, tenemos: 


A Rienda Ss o 
5A=4 y TAFIB=0, de donde A=>3 y B= —>3- 


4 
Do este forma, Y=e* (4%) , y la solución general de la ecua- 
ción dada es 


1 
—.., 4 28 
y=C*+CL e ($=->3)- 


Ejemplo 2, Hallar la solución goneral de la couación y —2y + y=ze*. 


Solución. La ecuación característica x2—2k4-1=0 tiene una raíz 
cuyo grado do multiplicidad es dos, k=1. El segundo miembro de la 
ecuación es, f(m)==xe*; aquí, a=1 y n=1. La solución particular Y= 
aer (Ar-+-B), puesto que a coincide con la raíz k==1 cuyo grado de mul- 
típlicidad es igual a dos y, por consiguiente, r=2. A 

Derivando Y dos veces, poniendo las derivadas en la ecuación e igualando 


los coeficientes, obtenemos A=G , B=0. Por consiguiente, la solución ge- 
neral de la ecuación dada se escribe de la forma 


y=(C,+Cax) et 2er, 


Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación: y” +y.=x Son z. 


Solución. La ecuación característica A%4+1=0 tieno las raíces 
ly=¿ y kg=—i. La solución general de la correspondiento ecuación homo- 
gónea será [véaso 3), donde a=0 y P=1): 


Yo=C,00s z-+ C¿ sen z. 
El segundo miembro tiene la forma 
f(x) =e%% [P,, (2) cos bz 4 Qu (z) sen bx], 


donde a=0, b=1, Pa (1)=0, Qmíx)= 
particular 





. A 61 lo corresponde la solución 


Y =3 [(424-B) cos 4(Cz+D) sen 2] 


(aquí N=1, a=0, b=1, r=1). 

Derívando dos veces y poniendo las derivadas en la ecuación, igualumos 
entre sí los coeficientes de los dos miembros do la igualdad que correspon- 
den a cosz, zcosx, senz y zsenx. Como resultado, obtenemos cuatro 
ecuaciones: 24+2D=0, 4C=0, —284+2C=0, —44=1, do las cuales se 


2 
determinan: 4A=—1/4, B=0, C=0, D=1/4. Por lo que Y=- Ecos 


+ E sen z. 
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La solución genoral será 
2 
y=C,005 3-+ Casen —Z cos 24 son. 

3%, Principio de superposición de soluciones. Si el 

segundo miembro de la ecuación (3) es una suma de varias funciones 
(O=/ (04104... +/n (2) 
e Y¡(i=1, 2,...,n) son las correspondiontes soluciones de las ecuationos 
+ +ay=fi (2) (i=4,2,....1), 
y=Y 4 Y2+-..-+Yn 

es solución de la ecuación (3). 
Hallar la solución general de las ocuaciones: 


la suma 





2976. y" -—5y + 6y=0 2982. y +2y' -y=0. 
2977. y'—9y=0. 2983. y” —4y'+2y=0. 
2978. y” —y =0. 2984. y” +ky=0. 
2979. y'+y=0. 2985. y=y +y. 
2980. y” —2y' +2y=0. 2986. 3. 


2981. y” | 4y +13y=0. 


Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condi- 
ciones que se indican: 


2987. y —5y' +4y=0; y=5, y =8 para =0. 
2988. y +3y'+2y=0; y=1, y =—1 para x-=0. 
2989. y +4y=0, y=0, y =2 para 2=0. 

2990. y" +2y'=0; y=1, y =0 para z=0, 

29. y =- 5; y=a, y =0 para z=0. 

2992. y +3y'=0; y=0 para z=0 o y=0 para x=3. 
2993, y +1%y=0; y=0 para z=0 e y=0 para z=1. 


2994. Indicar la forma de las soluciones particulares de las 
siguientes ecuaciones no homogéneas: 


a) y —4y=wxe"; 

b) y” +9y =co0s 2%; 

c) y —4y' + 4y =sen 2 4-e2*; 

d) y +2y'+2y=e*sen x; 

) yy +6y=(2+1)e 420%; 

1) y —2y' +5y=xe* 008 22— x%e* sen 27. 
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Hallar la solución de las ecuaciones: 
2995. y —4y +4y =0%. 

2996. y —y +y==2 +6. 

2997. Y +2 + y=e”. 

2998. y"—8y' + Ty =14. 

2999. y —y=e*. 

3000. y"+y=c0s x. 

3001. y"+y' —2y =8 sen 2z. 

3002. y +y' —6 
3003. y” —2y'+y =senz+shz. 

3004. y” + y' =sen* zx. 

3005. y” —2y' +-5y=e*cos 2z. 

3006. Hallar la solución de la ecuación y”--4y=senx, que 





satisface a las condiciones y=1, y/=1 para z=0, 


2) 


Resolver las ecuaciones: 

3007. e +0%%=Asen pt. Examinar los casos: 1) p=%0; 
p=0. 

3008. y” —7y' +12y=—e*. 

3009. y'—2y ==*—1. 

3010. y —2y' +y=2e". 

3011. y” —2y' =0** +5. 

3012. y”—2y' —8y =e*—8c0s 2z. 

3013. y” +y =5x+2e*. 

3014. y —y =2x—1—3e*. 

3015. y +2y +y=e*+e”. 

3016. y” —2y' + 10y =sen 31 +e*. 

3017. y"—4y' +4y =2 Y 

3018. y" —3y' =x-|- 0052. 

3019. Hallar la solución de la ecuación y”—2y' =e424—1, 


que satisface a las condiciones: y=3. y =1 para z=0. 


Resolver las ecuaciones: 
3020. y” —y=2zx sen z. 
3021. y” —4y =e** sen 2z. 
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3022. y” -—4y=2sen2%x—3c0s 21 +1. 
3023. y” — 2y' +2y =4e* sen x. 

3024. y =xe* + y. 

3025. y"-| 9y=2rsenx me. 

3026. y —2y —3y=x (140%). 

3027. y" —2y'=32 + 2ee*. 

3028. y" —4y' —4y =xe*. 

3029. y" +2y— 3y =21e—(11)e*. 
3030*, y y =2rco3xc0s 2z. 

3031. y" —2y= 2xe* (cos z—son 2). 


Valiéndose del método de variación de las constantes arbi- 
trarias, resolver las ecuaciones: 





3032. y” -y=1gx. 3036. y" y= e 
3033. y” 3037. y" y= + 





3034. y—ay+y=É. 3038. a) y —y=!thx; 
3035. y +2 y. dy y —2y=4ete%, 

3039. Dos pesos iguales están colgados del extremo de un 
resorte. Hallar la ecuación del movimiento que efectuará uno de 
estos pesos, si el otro se desprende. 


Solución. Supongamos que el eumento do longitud que experimenta 
el resorte bajo la acción de uno de los posos, en estado de reposo, es igual 
a a y que la masa de dicho peso es m. Designemos con la letra 2 la coor- 
donada de esto peso, tomada en dirección vertical, a partir de la posición le 
equilibrio cuando sólo hay un poso. 

En este caso, 

dix 
ma = mk (240), 
dez K 


TA E La solu- 


, ve E 
dondo, evidentemente, k=“L£., y por consiguiente, 
a 


VE E ; 
ción general es ==C,cos / E ¿4 CasonY/ Le. Las condiciones iniciales 
E ñ q HC: A 
nos dan r=0 y E =0 para £=0; de donde C¿=a y C¿=0, y, por consi- 
guiente, 


2=a00s / E, 
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3040*. La fuerza que alarga a un resorte es proporcional al 
aumento de longitud del mismo e igual a 1 kgf, para un aumento 
de longitud de 1 cm. Del resorte está suspendida una carga cuyo 
peso es de 2 kgf. Hallar el período del movimiento oscilatorio que 
recibirá esta carga, si se tira de ella un poco hacia abajo y des- 
pués se suelta. 

3041*. Una carga, cuyo poso es P=4 kgf, está suspendida de un 
rosorte al que alarga en 1 em. Hallar la ley del movimiento de 
esta carga, si el extremo superior del muclle efectúa las oscila- 
ciones armónicas verticales y=2sen30t em y en el momento 
inicial la carga estaba on reposo (la resistencia del medio se 
desprecia). 

3042. Un punto material de masa m, es atraído por dos cen- 
tros. La fuerza de atracción de cada uno es proporcional a la 
distancia (el coeficiente de proporcionalidad es igual a 4). Hallar 
la ley del movimiento de dicho punto, sabiendo que la distancia 
entre los centros es de 2b, que en el momento inicial el punto 
en cuestión so encontraba en el segmento que une entre sí dichos 
centros, a una distancia c del punto medio del mismo y que su 
velocidad era igual a cero. 

3043. Una cadena de 6 m de longitud se desliza, sin roza- 
riento, desde un soporte hacia abajo. Si ol movimiento se inicia 
en el momento en que del soporto cuelga 1 m de cadena ¿cuánto 
tiempo tardará en deslizarse toda la cadena? 

3044. Un tubo largo y estrecho gira con una velocidad angular 
constante «w alrededor de un eje vertical porpendicular a él. Una 
bola, que se encuentra dentro de dicho tubo, se desliza por él 
sin rozamiento. Hallar las leyes del movimiento de la bola con 
relación al tubo, considerando que: 

a) en el momento inicia)J,Ja bola sc encontraba a una distan- 
cia a del eje de rotación y su velocidad en dicho momento era 
igual a cero; 

b) en el momento inicial, la bola se encontraba en el eje de 
rotación y tenía una velocidad inicial de vy. 


$ 13, Ecuaciones diferenciales líneales de orden superior al 2%, 
con coeflclentes constantes 


1%. Ecuación homogénea. El sistema fundamental de soluciones 
Yi Uz» ===» Un de la ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes 


YE ay DS. na + tpy=0 m 


se construye sobre la hase del carácter que tienen las raíces de la ecuación 
característica 


ati... han lean =0. 7) 
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Es decir: 4) si k es una raíz real de la ecuación (2) de grado de multipli- 
cidad m, a ésta le corresponden m soluciones lincalmento independientes 
de la ecuación (1): 

pelo, ya=ze iZ, ..., y 20 10rx; 

2) si ela es un par do raíces complejas de la ecuación (2) de grado 
de multiplicidad m, a óllas les corresponden 2m solucionos linealmente: 
independientes de la ecuación (1): 

n=e% cos Br, y=e “sin Pz, y=xe% cos fr, y¿=ze Usen fr, ... 

020 Yana = MAC cos Br, Yan =2"=10%% sen fio. 


2, Ecuación no homogénea. La solución particular de lw 
ecuación no homogénea 


ULA yO any Hany =/ (2) 15 
se busca basándoso en las reglas del $ 12, 2? y 3”. 
Hallar las solucionos generalos de las ecuaciones: 
3045. y” —13y'-/-12y' =0. 3058. y!Y+2y"+y=0. 
3046. y"—y'=0. 
3047. y”+y=0. 
3048. y*Y +2y"=0. slo mA Ja, 
3049. y"—3y"+3y' —y=0. 
3050. y'V-+4y=0. 
305. y +8y" + 16y=0. 3060. y'V-— 2y” + y"= 


3059. ym + yodo 


+ qy +y=0. 


e 





3052. y'V+ y =0. 3061. y'V—2y"4y'"=x*. 
3053. y'V—2y"+y=0. 3062. y"—y=x3—1. 

3054. y'V—aty=0. 3063. y! + y"=c0s4s. 

3055. y!V—6y"+9%y=0. 3064. y"+y"=2*4+41-+3xe*. 
3056. y! -+ ay =0. 3065. y +y +y +y=xe. 
3057. yIV--2y”-) y”=0. 3066. y”+y' =tg xsec z. 


3067. Hallar la solución particular de la ecuación 
y+ 2 + 2y + y=x, 
que satisface a las condiciones iniciales y(0) =y' (0) =y" (0) =0.. 


$ 14, Ecuaciones de Euler 


La ecuación lineal de la forma 
(ara) yoo A (or db) yoo. + bn (0240) y +A =1 (2) 1) 
donde a, B, 4j) -..» An-19 Án» son constantes, se llama ecuación de Euler. 
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Para ol recinto az-+b>0, introducimos una nueva variable indepen- 
diente £, poniendo: 


az+b=e!. 
Entonces, 
dy By dy 
mar! Y ate | LN 
WERE qe ESE (5 ae) 
diy dy dy 4 ” 
m1 — gag eN ca MI A 
y"=0%e (7 + ) y así sucesivamento, 


y la ecuación de Euler se transforma en una ecuación lineal con cooficion= 
les constantes. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación «*y"-+ay+y=1. 
Solución. Poniendo -=e', obtenemos: 
1 Y a (e, 


az" ar? dz de dr 
Por consiguiente, la ecuación dada toma la forma 
e? 
tr =1. 
de dondo 


y=C,cost+Cosen t41 
O Sea, 
y =C,cos (In z)-+ Ca son (In 2)-4. 
Para la ecuación homogénea de Euler 


YM Aya + An Ty + Any 0 (2) 
cuando z>0 se puedo buscar una solución de la forma 
y=xk. (8) 


Poniendo en (2) y, y”, .»., y”, doterminadas por la rolación (3), obtenomos 
la ecuación característica, de la que se puede hallar el exponente d.* 

Si k es una raíz real do la ocuación característica, de grado m de mul- 
tiplicidad, a ella lo corresponderán m soluciones linoalmente independiontes 


y =2*, yy=3klnz, y=x*(In3), ..., ym=x* (In aL, 


Si a + fi es un par de raíces complejas de grado m de multiplicidad, 
a ellas les corresponderán 2m soluciones linealmonto independientes 


yy=2*c0s ($ In 2), ya==*%sen (P1n 2), yg=x" ln 7 cos (B ln 2), 
va==*Inzson (Bla 2), ..., Yoma=2%(ln 2)" 00s (f la 2), 
% (In 2)-1 sen (B ln 2). 
Ejemplo 2. Resolver la ecuación 

ay” —3zy' + 4y=0. 





Yom 


Solución. Ponemos 
y=2l; y =kabl, y =k (4) 242, 


384 Evuaciones diferenctales 





Haciondo la sustitución en la ecuación dada, después de simplificar por «*, 
obtenemos lu ecuación característica 


12—4k-+4=0, 
Resolviéndola, hallamos: 





ky=kg, 
por emsiguiente, la solución general se: 
y=C ¡24 Cort laz. 
Resolvor las ecuaciones: 
3068. + LL 4372 4 y=0. 
3069. x*y”—zy' —3y=0. 
3070. 22y"+zuy' + 4y =0. 
3071. x3y"—32*y” + 6xy' —6y =0. 
3072. (32+2) y" —7y'=0. 
3073. y =%. 
z 
3 ny Y EA 
3074. y + + 7=0. 
3075. a*y" —4uy' + 6y =x. 
3076. (142) y—3(1+2)y +4y=(1+2). 
3077. Hallar la solución particular de la ecuación 
Py —ay +y=2x, 
que satisface a las condiciones iniciales: y=0, y =1 para 2=1. 


$ 15. Sistemas de ecuaciones diferenciales 


Método de eliminación. Para hallar la solución, por ejemplo, 
de un sistema normal de dos ecuaciones diferenciales de 1% orden, es decir, 
de un sistema de la forma 


Loans Ea ( 


rosuelto con respecto a las derivadas de las funciones y y z que se buscan, 
derivamos una de ellas respecto a 7. 'Tenemos, por ejemplo: 

y 09 at 

CA TS (2) 


Doterminando z de la primera ecuación del sistema (t) y poniendo la 
expresión obtenida 


:=q (=, Y 4) (8) 


Sistemas de ecuaciones diferenciales 385 





en la ecuación (2), obtenemos una ecuación de 2> orden con una función 
incógnita y. Resolviéndola, hallamos: 


y=Y lx, Cy Cp, 10) 
donde Cy y _Cz son unas constantes arbitrarias. Poniendo la función (4) en 
la fórmula (2), dotorminamos la función z sin necesidad de nuevas integra- 
ciones. El conjunto de las fórmulas (3) y (4), donde y se ha sustítuido 
por ap, da la solución general del sistema (1). 


Ejemplo. Resolver el sistema 


[ Y oy q ár=1 +4x, 


de 3 
A 
(tr ==32. 


Solución. Derivamos la primera ecuación con respecto a x: 
dy 


dy ¿da 
rd TAL A 


Despejando : en la primera ecuación tenemos 
sE dy 
0 (1100-20) 


y poniendo este valor on la segunda, tendremos: 


3. 4 ay 





Poniendo los valores de z y de a en la ecuación obtenida después de 
derivar, llegamos a la ecuación de 2” orden con una incógnita y: 


Py, dy , 
q = — 0294243, 


Resolviéndola, hallamos 


' y=C yO e, 
y Ontoncos 








1 dy, nc 
E (tdo 2)= Cyan EE eran, 
De forma análoga puedo procederso en el caso de sistomas de mayor 


número do ecuaciones. 


Resolver los sistemas: 


3078. [ E 3079. | 
% 








251016 
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di r 
[2=—=a. / G42—y+361=0, 
3080. | de 3086. | 
La =y=* LY +22—y420'=0; 
[ar=" 2=0, y=4 para t=0. 
: dy 
3081. 17=> ] 
¡me 3087 
E =* 
de 
Y +2, de dy de 
ES 3088%. 0) == 0 
3082. ll h=2+2, de dy 
de Ea MS 
SE de AA A 
de = yz q a 
3083. ES destacar la curva integral que 
E =t+y+z. pasa por el punto (1; 1; —2). 
Ya 
q + +z=senz, e 
3084. Gti h 
de 42, 3089. a. Y 
E e t E+=+v=Inx. 
TP +3y + 4o=2x, 
3085. de Ly ay + dre" A 
E Y 2>% 3090. en 
y=0, 2=0 para =0. Lin —y-8=—.. 


3091**. Un proyectil sale del cañón con una velocidad inicial vo, 
formando un ángulo «Q con el horizonte. Hallar la ecuación del 
movimiento de esto proyectil, tomando la resistencia del aire pro- 
porcional a la velocidad. 

3092*. Un punto material M es atraído por un centro O con una 
fuerza proporcionala la distancia que los separa. El movimiento comien- 
za en el punto A, a la distancia a del centro, con una volocidad inicial 
vo, perpendicular al segmento OA. Hallar la trayectoria del punto M. 


$ 16, Integración de ecuaciones diferenclales mediante series de potencias 

Si uo es posible integrar una ecuación diferencial valióndose de fun- 
ciones olomentales, su solución puedo buscarse en ciertos casos en forma 
de serie de potencias 


y= Y) en (—2p)". 1) 


n=0 
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Los coeficientes indeterminados cn (r=0, 4,2, ...) se hallan poniendo la 
serio (1) en la ecuación e igualando los coeficientes que corresponden 
a potentes iguales dol binomio z—zp en ambos miembros de la igualdad 
así obtonida. 

También se puedo buscar la solución de la ecuación 


y'=1(z, y); donde y (20) =10, (2) 
en forma de serie de Taylor 


y(=) LO (0, 6) 
n=0 


donde y (xo) =Yo+ y (20)=1 (zo, vo) y las siguientes derivadas y” (xo) 
(n=2, 3, ...) so hallan sucesivamente derivando la ecuación (2) y susti- 
tuyendo z por ol número zp. 


Ejemplo 4. Hallar la solución de la ecuación 
y"—=4=0, 


Solución. Ponemos 
PI A 
de donde, derivando, obtenemos: 
y =2 409 +3-2c304...Pn(n—1) cpa"24 (144) nep 412714 
+49) (144) creados. 

Poniendo y e y” en la ecuación dada, llegamos a la identidad 
[2-10 +3-2egx +... + (1—4) epa 724 (141) nopj aL 

(1-2) (M+44) Cpjoa 7d] 7 [co oa. hna. 10, 


Reuniendo en ol primer miembro de la igualdad obtenida los términos que 
tengan z con igual expononte e igualando a coro los coeficientes que corres 
ponden a estos exponentes, tendremos 


si vs y'=Y5 para z=0. 


ca=0; 3-2c3—e9=0, E 4-30,—0,=0, a=y Sd —0g=0, 
pa eto. 
En general, 
= co, - A 
RETA aa erase TE SS 2 EE PR TEE 


conja=0 (k=1,2, 3, ...). 
Por consiguiente, 


ES ¿o en 
ye (rt tuna to )+ 


zi a sha 
+0 (tt trat 


donde co=Y0 Y “1=Y6- 
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Utilizando ol criterio de d'Alembert es fácil comprobar, que la serie (4) 
es convorgente para —c0<z<-+00. 


Ejomplo 2. Hallar la solución de la ecuación 
Y=t+Y Yo=4(0)=1. 

Solución. Ponemos, 

Le 

2 

Tonemos, yy=1, yy=0+1=1. Derivando los dos miembros de la ecuación 


y =2-+y, hallamos consecutivamento y"=1+4+y, yi=14+1=2, y =y", 
y =2, eto. Por consiguiente, 


ETE ES 


2 2 
=1 —2a- rat... 
yA 


Para ol ojemplo que examinamos, la solución encontrada se puede escribir 
en la forma definitiva 
y=14+24+2(e*—1—2) o bien, y=2e*—1—zx, 
nel pcaoento debe procederse cuando se tratu de ecuaciones, diferencia- 
les de órdonos superiores. La investigación de la convergencia .de las series 


obtenidas, en general, es complicada y no se considera obligatoria al resol- 
ver los problemas do este parágrafo. 


Hallar, valiéndose de series de potencias, las soluciones de las 
ecuaciones siguientes, con las condiciones iniciales que se indican. 


En los N%, 3097, 3098, 3099 y 3101 investigar la convergen- 
cia do las soluciones que se obtengan. 


3093. y =y+2*% y=—2 para 2=0. 

3094. y =2y+2—1; y=yYo para z=1. 
30%. y =y*+23; y=+ para ==0. 

3096. y =2%—y?*; y=0 para z=0. 

3097. (1—2)Jy =1+x—y; y=0 para x=0. 
3098*. xy" +y=0; y=0, y =1 para 2=0, 
3099. y +xy=0; y=1, y'=0 para z=0, 








3100*. v=2y+y=0; y=1, y =0 para z=0. 
3101, y+Ly4y=0; y=1, y=0 para 2=0. 


3102, + cost =0; z=4; =-=0 para ¿=0. 
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$ 17. Problemas sobre el método de Fourier 


Para hallar la solución de una ecuación diferencial lineal homogénea, 
en derivadas parciales, por el método de Fourier, se buscan primeramente las 
soluciones particulares de esta ecuación de tipo especial, cada una de las 
cuales representa de por sí el producto de funciones que dependen de un 
solo argumento, En el caso más simple, se tiene un conjunto infinito do estas 
soluciones un (n=1, 2 . lincalmente independientes para cualquier 
número finito de ellas y satisfacen a las condiciones de contorno dadas. 
La solución w que se busca, se representa en forma de serie, de estas solu- 
cionos parciales: 








co 


(1 





Quedan por determinar los coeficientes Cn, que se hallan partiendo de las 
condiciones iniciales, 


Y 


¿ 1 Xx 
Fig. 107 


Problema. El desplazamiento transversal u=u (x, t) de los puntos 
do una cuerda, cuya abscisa es z en el instante *, satisfaco a la ecuación 
Pu Pu 
A 

a 


dondo a (To es la tensión y p la densidad lineal de la cuerda), Hallar 
la formu que tendrá esta cuerda en un instante £, si sus extremos 2=0 
y 2=!l estás sujetos y en el instante inicial £=0, la cuerda tenía la forma 
dela parábola u= ¿2 (1—x) (fig. 107) y sus puntos tenían wna velocidad 
igual a cero. 

Solución. De acuerdo con las condiciones del problema se pide 
hallar una solución u=u (z, £) de la ecuación (2), que satisfaga a las condi- 
cionos del contorno: 


u(0,1)=0, u(1,1)=0 (2) 


y a las condiciones iniciales: 
4h 
u(2,0)= 7 x(t—2) u¿(=,0)=0. (4 


Buscamos las soluciones, distintas de cero, de la ecuación (2) do tipo 
ospecial 


u=X (2)T (6). 
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Poniendo esta expresión en la ecuación (2) y separando las yariablos, obte- 
uemos: 

TU) _X0 2) 

TE) X(x)" 

Como las variables z y £ son indopendientes, la identidad (5) solo será 
siblo on el caso en que el yalor total de la relación (5) sea constanto. 
Jesignando esta constante por medio de - 22, hallamos dos ecuaciones 

diferonciales ordinarias: 
T(04H(0A9-7 (£)=0 y X” (2) 499% (2) =0. 

Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos: 


T (1) =4Ac0s aht + B sen at, 

X(2)=Ccosix+D son Az, 
donde 4, B, C, D, son constantes arbitrarias. De las condiciones (3) tone- 
mos: X(0)=0 y X(1)=0, por consiguiente, C=0 y sen Al=0 (ya que D 
no puede ser igual a coro al mismo tiempo que C). Por esto, Me , 
donde k es un número entero. Es fácil comprobar, que no so pierdo gene- 


ralidad si se toma para k únicamente los valores positivos (k=1, 2,3, ...). 
A cada valor de Az le corresponde una solución particular 


kax Laza 
T 2) sen 0 TE , 

que satisface a las condiciones del contorno (3). 

Formamos la serie 











q (4 cos E5 1+Bx sen 











sos 
u=) (a cos gent + By sen 


kast ) haz 
sen 
E 
h=1 


1 4" 


cuya suma, es ovidente, que satisface a la ecuación (2) y a las condiciones 
del contorno (3). 

Elijamos las constantes Az y Bj de modo que la suma do la seric 
cumpla las condiciones iniciales (4). Como 


ls 
du 3 kon kant hast kz 
+=» 5 ( ale sen EPA 4 by cos ) son e 





uponiendo £=0, obtenemos: 


kaz 





eS 
u(=,0)= Y) 41 son 5 ==) 
hai 
Y 





Qu (zx, O; $ á 
A A 
hol 
Por consiguiente, para determinar los coeficientes Az y By hay quo desa- 
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rrollar en serie de Fourier de senos la función u (=, 0) 2 (2) y la 
función 229 0, 
De acuerdo con las fórmulas ya conocidas (cap. VIIL, $ 4, 3”), tenemos; 


1 
AA ] E a E 





TIT 1 E 


si hos impar, y 44=0, si k es par; 
1 


hast 2 
> B=t Ñ 0-sen 
0 





EF dz=0, Br=0. 


La solución buscada será: 
«cos (2044) ant 
32 TO 


yl 7 (2n+1) nz 
ig OS ia ES 
pl 


3103*. En el instante inicial ¿=0, una cuerda, sujeta en St» 
extremos z=0 y z=1, tenía la forma de la sinusoido u= A sen + > 


siendo la velocidad de sus puntos igual a cero. Hallar la forma 
de esta cuerda en el instante £. 
3104*. En el instante inicial ¿=0, a los puntos de una cuerda 


rectilínea 0 <x<1 se Jes dio una velocidad de += 1. Hallar la forma 


que tendrá esta cuerda en el instante £, si sus extremos r=0 y t=1 
están sujetos (véase el problema 3103). 

3105%, Una cuerda, cuya longitud es ¿=100 cm, está sujeta por 
sus extremos =0 y z=1. En el instante inicial se tira de ella, 
cogiéndola por el punto z=50 cm, y se separa de su posición 
normal hasta una distancia h=2 cm y después se suelta sin 
empujarla. Determinar la forma de esta cuerda en cualquier instante £. 

3106*. Al vibrar longitudinalmente una varilla recta, delgada 
y homogénea, cuyo eje coincide con el de OX, el desplazamiento de 
su sección transversal u=u(x, t), de abscisa x, en el instante £, 
satisface a la ecuación 

Du y Ou 


=> 





donde a2=ZW(E es el módulo de Young y p la densidad de la 


varilla). Determinar las vibraciones longitudinales de una varilla 
horizontal elástica, cuya longitud es ¿=100 cm, que, estando 
sujeta por uno de sus extremos, z=0, y estirándose por el otro 
z=100, una longitud Al=1 cm, se suelta después sin empujarla. 
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3107. Para la varilla recta homogénea, cuyo eje coincide con 
el de OX, la temperatura u=u(x, 1) de su sección de abscisa x, 
en un instante ¿, cuando no existen fuentes do calor, satisface 
a la ecuación de la conductividad calorífica 


du q 0% 
a 


donde a es una constante. Determinar la distribución de la tem- 
peratura en una varilla de 100 cm de longitud, para cualquier 
instante £, si se conoco la distribución inicial de aquélla 


u(z, 0)=0,01z (100—a). 


Capítulo X 


CALCULOS APROXIMADOS 


$ 1. Operaciones con números aproximados 


4%, Error absoluto, El error absoluto de un número aproximado a, 
que sustituye a un número exacto 4, es el valor absoluto de la diferencia 
entre ellos. El número A, que satisface a la desigualdad 


[Aa] <A, (1) 


rocibe el nombre de límite del error absoluto. El número exacto A se halla 
entre los límites a—A << A< a-+4, o, más abroviadamento, 4=4 +A. 

2. Error relativo. Se entiende por error relativo de un número 
aproximado a, que sustituye a un número exacto A(4>0), la razón dol 
error absoluto del número a al número exacto A. El número 3, que satis- 
face a la desigualdad 





La 





el 





Pb 2 


se lama límite del error relativo del número aproximado a. Como práctica= 
mente A==a, como límitc dol error relativo se toma con frécuencia el 
AN L 


número $ = 


y 

3%, Número de cifras docimales exactas. Se dico que un 
número aproximado y positivo a, escrito en forma decimal tieno n cifras 
decimales exactas en sentido estricto, si el valor absoluto del error de osto 





uúmero no excede de + de la unidad decimal de orden enésimo. En este 
caso, cuando n >1, se puede tomar como límite del error relativo el número 
1 (4 qu 

¡E 
donde k es la priraera Solos con valor dol número a. Recíprocamente, si se 

ni 

sabo que 35<i Em TO el número a tendrá n cifras decimales 
exactas en sentido estricto. En particular, el número « tondrá con toda 


b= 





ty 
seguridad n cifras exactas en sentido estricto, si Ú <+ (+5) ; 


Si el error absoluto do un númoro aproximado a no excede de una unidad 
decimal del último orden (como ocurre, por ej., con los números que resul- 
tan do las mediciones con exactitud hasta la unidad correspondiente), se dico 
que todas las cifras decimales de este múmero aproximado son exactas en 
sentido amplio. Cuando cl número aproximado tiene más cifras significativas, 
éste, si es el resultado final de cálculos, se redondea generalmente de tal 
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forma, que todas las cifras que se dejan scan exactas on sentido estricto 
o en sontido amplio. 

En lo sucesivo supondremos que, al escribir los datos iniciales, todas 
las cifras son exactas (siempre que no se advierta lo contrario) en sentido 
estricto. En cuanto a los resultados de los cúlenlos intermedios, éstos podrán 
tener una o dos cifras de reserva, 

Hay que advertir, que los ejomplos de este parágrafo, por regla general, 
represontan de por sí los resultados finales de cálculos y, por consiguionte, 
las respuestas se dan en números aproximados que sólo contienen cifras 
decimales exactas. 

4%. Snma y rosta de números aproximados. El límite del 
error absoluto de la suma algébrica de varios números, es igual a la suma 
de los límites de los errores absolutos de estos números. Por esto, para gue 
en la suma de una cantidad reducida de números aproximados, cuyas cifras 
decimales sean todas exactas, figuren solamente cifras exactas (por le 
menos en sentido amplio), hay que igualar todos los sumandos, tomando 
como patrón aquel que tenga menos cifras decimales, y dejar en cada uno 
de ellos,una cifra de reserva. Luego, se sumarán los números así obtenidos, 
como exactos, y se redondcará la última cifra de la suma. 

Si se trata de sumar números aproximados sin redondear, hay que pro- 
codor a su redondeo, conservando en cada uno de los sumandos una «o dos 
cifras do reserva, y luego regirse por las reglas a que nos hemos referido 
más arriba, reteniendo en la suma las cifras de resorva correspondientes 

asta terminar las operaciones. 


Ejomplo 1. 
215,91 +-14,1824-21,4=215,2 (1) 414,1 (8) +-21,4=250,8. 

El error relativo de una suma de sumandos positivos no excedo al 
mayor do los errores relativos de sumandos. 

El error relativo de una resta no es fácil de calcular. Sobro todo, cuando 
se trata de hallar la diferencia entre dos números próximos. 


Ejemplo 2. Al restar los números aproximados 6,135 y 6,131, con 
cuatro cifras exactas, obtenemos una diferencia de 0,004. El límito do su 


2 0,001+2 0,001 
S A 2 z . 
error relativo es igual a 5 = =-7=0,25; por consiguien- 


0, 
te, ni una sola de las cifras de la diferencia es cierta. Por esta razón, 
debon evitarso, siempre que esto sea posible, las restas do números apro- 
ximados, próximos entro sí, transformando, si es prociso, la expresión de 
que se trate de tal forma, que desaparezca esta operación. 

3%, Multiplicación y división de números aproxima- 
dos. El límite del error relativo del producto y cocionte de números 
aproximados es igual a la suma de los límites de los errores relativos 
de estos números. Partiendo de esto y aplicando la regla sobre ol número 
de cifras exactas (3*), on la respuesta se conservará únicamente un número 
determinado de cifras. 


Ejomplo 3. El producto de los números aproximados 25,5-4,12= 
=104,236. 

Suponiendo quo todas las cifras de los factores soan exactas, obtendre- 
mos, quo el límite dol error relativo del producto será 


1 


$ 0,014 20,01 = 0,003, 
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De donde, el número de cifras exactas del producto sorá igual a: tros 
y el rosultado, si es definitivo, deberá escribirse así: 25,3-4,12=104, o más 
exactamente, 25,3-4,12=104,2 + 0,3. 

6%. Elevación a potencias y extracción de raícos do 
números aproximados. El límite del error relativo de la potencia 
emésima de un número aproximado a, es igual al múltiplo m-simo del 
límite del error de este número. 

El límite del error relativo de la raíz m-sima de un número aproxi- 


mado a, es igual a = parte del límite del orror relativo del número a, 


7%. Cálculo del error resultante de diversas opora- 
ciones con números aproximados, Si Aay,..., Ad, son los 
límites de los errores absolutos de los números aproximados ay, ..., Un, 
el límite del error absoluto AS del resultado 


S=f(01 ..., Cm) 
se puede valorar aproximadamente por la fórmula E 
E El 
a 


En este caso, el Jímito del orror relativo S será igual u 


AS= Ad» 























PLN UN CA +] El] [4 es 
18] [99,1 TA METAN] 
ólnf óInf 
Bjemplo 4. Calcular S=1n (10,34 "/1,4); los númoros aproximados 
40,3 y 4,4 tienen todas las cifras exactas. 
Solución. Calculamos primeramento el límite del error absoluto AS 





ek 4 1 Ab 
en su forma general: S'=ln (a+ VE), AS= 57 (60+377)- Tone» 





mos Aa =Ab y > VI =2,0976 ....; dejamos 2,1, ya que el error relativo 
E 
del número aproximado Y/4,4 es igual a == w ol error absoluto 


E 4 
será entonces 2-95 =3p 5 05 decir, de las décimas se puede estar seguro. 
Por consiguiente, 
e IA: E PAS Ls 48 
spa (+7 2071) ma (+ 2)-2m 
Lo que significa que las centésimas son exactas. 
hora procedemos al cálculo con una cifra de roserva: 


lg (10,34 VZ,2) = 18 12,4=1,093; ln (10,34 1/2,4) + 1,093-2,803=2,517. 


Obtenemos la respuesta: 2,52. 

8%. Determinación de los errores tolorables en los 
números aproximados cuando se fija el error que 
puedo tener el resultado de las operaciones que con 
ollos se efectúan. 


2 0,005, 





396 Cálculos aprozimados 





Aplicando las fórmulas del punto 7, cuando se dan los valores de AS 
y do 85, y considorando iguales entre sí todas las diferenciales parciales 





EN Aaz o las cantidados | ¿E UE calculamos los errores absolutos 
h 
tolerables Aay, ..., Ada, ... de los números aproximados 4y,..., hy... QUe 


intervienen en las operaciones (principio de la igualdad de influencias). 

Debe advertirso, que en ciertas ocasiones no es conveniente emplear ol 
principio de la igualdad de influencias en el cálculo de los errores tole- 
rables de los argumentos do las funciones, ya que ósto puede presentar 
exigencias prácticamente imposibles de satisfacer. En estos casos se reco= 
micnda redistribuir los errores de la forma más racional, si ello es posible, 
de modo que el error total no exceda la cantidad dada. Es decir, el pro- 
blema así planteado, propiamente hablando, es indoterminado. 


Ejemplo 5. El volumen de la «cuña cilíndrica», es decir, del cuerpo 
truncado dol cilindro circular por un plano, qe pasando por el diámetro 
de la base, igual a 2?, forma con ella un ángulo a, se calcula por la fór- 


mula Ve R?tga. ¿Con qué precisión deberán medirse el radio R += 60 cm 
y el ángulo de inclinación a, para que el volumon de la cuña cilíndrica 
pueda conocerso con una exactitud hasta de 1%? 


Solución. Si AV, AR y Aa son los límitos de los errores absolutos 
de las magnitudes V, R y a, el límite del error relativo del volumen V 
que se calcula sorá 


ñ 3AR 2Aa _1 





87 sonda 100" 
S BAR _ 1 260 _4 
Suponemos —¿—<zpg y ad <a: De donde 
E 60cm _ A 
MEA + ma; 
e < de radián 9". R 


Do esta forma, aseguraremos la exactitud del 1% que se nos exigía, si 
medimos el radio con una precisión hasta de 4 mm y el ángulo de incli- 
nación a, con precisión hasta do 9”. 


3108. Como resultado de mediciones se han obtenido los si- 
guientes números aproximados, con todas las cifras escritas exactas 
en sentido amplio: 

a) 12200714”, b) 38,5 cm; c) 63,215 kg. 

Calcular sus errores absolutos y relativos. 

3109. Calcular los errores absolutos y relativos de los núme- 
ros aproximados, con todas las cifras escritas exactas en sentido 
estricto: 

a) 241,7; b) 0,035; c) 3,14. 

3110, Determinar el número de cifras exactas *) y escribir en la 
forma que corresponde los números aproximados siguientes: 


*) Las cifras exactas se entienden en sentido estricto. 
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a) 48,361 con precisión de un 1%; 

b) 14,9360 con precisión de un 1%; 

c) 592,8 con precisión de un 2%. 

3111, Sumar los siguientes números aproximados, con todas 
las cifras escritas exactas: 

a)25,386 40,49 -- 3,10 + 0,5; 

b) 1,2-102 + 41,72--0,09; 

c) 38,1-+4-2,0+ 3,124. 

3112. Efectuar la resta de los siguientes números aproximados, 
con todas las cifras escritas exactas: 

a) 148,1—63,871; hb) 29,72 —11,25; c) 34,22—34,21. 

3113*. Calcular la diferencia entre las áreas de dos cuadrados, 
cuyos lados, según las mediciones, son iguales a 45,28 cm 
y 15,22 cm (con exactitud hasta de 0,05 mm). 

3114. Calcular el producto de los siguientes números aproxi- 
mados, con todas las cifras escritas exactas: 

a) 3,49.8,6; b) 25,1-1,743; c) 0,02-16,5. 

Indicar los límites probables de los resultados. 

3115. Los lados de un rectángulo son iguales a 4,02 m y 4,96 m 
(con precisión hasta de 1 cm). Calcular el área de este rec- 
tángulo. 

3116. Calcular el cociente de los números aproximados siguien- 
tes, cuyas cifras escritas son todas exactas: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: 1,2; c) 216: 4. 

3117. Los catetos de un triángulo rectángulo son iguales 
a 42,10 cm y 25,21 cm (con precisión hasta 0,01 cm). Calcular 
la tangente del ángulo opuesto al primer cateto. 

3118. Calcular las potencias que se indican de los siguientes 
números aproximados (las bases de las potencias son exactas en 
todas las cifras escritas): 

a) 0,4158? b) 65,2% e) 1,52 

3119. El lado de un cuadrado es igual a 45,3 em (con proci- 
sión hasta 1 mm). Hallar el área de dicho cuadrado. 

3120, Calcular el valor de las siguientes raíces (los números 
subradicales son exactos en todas las cifras escritas): 

a) V 2,718; b) 05,2; c) Y 81,1. 

3121. Los radios de las bases y la generatriz de un cono 
truncado son iguales respectivamente a R=23,64 cm+0,01 em; 
r=17,31 4, 0,01 cm y ¿=10,21 cm + 00,1 em; el número 1=3,14. 
Calcular, según estos datos, la superficie total de este cono trun- 
cado. Acotar los errores, absoluto y relativo, dol resultado. 

3122. La hipotemusa de un triángulo rectángulo es igual 
a 15,4 cm + 0,1 cm; uno de los catetos es igual a 6,8 em + 0,1 cm. 
¿Con qué exactitud se puedon calcular, con estos datos, el otro 
cateto y el ángulo agudo adyacente a él? Hallar sus valores. 
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3123. Calcular el peso específico del aluminio, si un cilindro 
de dicho metal, de 2 cm de diámetro y 11 cm de altura, pesa 93,4 g. 
El error relativo de las mediciones lincales es igual a 0,01 y el 
de la: determinación del peso, 0,001. 

3124. Calcular la intensidad de la corriente, si la fuerza 
electromotríz es igual a 221 voltios + 1 voltio y la resistencia, 
809 ohmios +4 ohmio. 

3125. El período de oscilación de un péndulo de longitud les 


igual a 
e 2 
T=2n V: de 


donde g es la aceleración de la gravedad. ¿Con qué precisión debe 
medirse la longitud de un péndulo, cuyo período de oscilación 
es, aproximadamente, de 2 seg, para conocer este período de oscila- 
ción con un error relativo del 0,5%? ¿Con qué exactitud deben 
tomarse los valores de m y de g? 

3126. Se necesita medir, con una precisión del 1%, el área 
de la superficie lateral de un cono truncado, los radios de cuyas 
bases tienen respectivamente 2 m y 1 m y la generatriz 5 um 
(aproximadamente). ¿Con qué precisión se deben medir los radios 
y la generatriz y con cuántas cifras debe tomarse el número 1? 

3127. Para determinar el módulo de Young por la flexión de 
una varilla de sección rectangular se emplea la fórmula 


ás pp 
E=T 


donde 1 es la longitud de la varilla; b y d, la base y la altura 
de la sección transversal de la misma; s, la sagita de flexión y P, 
la carga. ¿Con qué precisión deberán medirse la longitud 1 y la 
sagita s, para que el error de E no exceda del 5,5%, con la con- 
dición de que P se conoce con una precisión hasta el 0,1% y las 
magnitudes d y b con precisión hasta el 1%; 1250 cm y s 2,5 cm? 


$ 2 interpolación de funclones 


4. Fórmula de interpolación de Nowton. Sean 2p, y, 
.«., zp los valoros tabulares del argumento, cuyas diferencias, h=A%; (57, 
Ti—25 ¿=0, 4, ... n=-1), son constantes (imtervalo de la tabla) e Yo 
Va» +>+>Yn, los correspondientes valores de la función y. En este caso, el 
valor de la función y, para un valor intermedio del argumento x, se da, 
aproximadamente, por la fórmula de interpolación de Newton; 


A A 





donde 52 y Mo=Y1—Yo» Myo=AY—Avo +=. son las sucosivas dife= 
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rencias finitas do la función y. Para 2=x;(i=0, 1, a), el polinomio (1) 
toma los valores correspondientes de la tabla y; , 1, ..-, 1). Como 
casos particularos de la fórmula de Newton se obtienen: para r=1, la 
interpolación lineal y para n=2, la interpolación cuadrática. Para facilitar 
el uso de la fórmula de Newton, se recomienda formar previamente las 
tablas de las diferencias finitas. 





Si y=f(=) es un polinomio de n-simo grado, 
ANy¡=0const y ATtHy¿=0 
y, por consiguionte, la fórmula (1) es oxacta, 
En el caso general, si f(x) tieno una derivada continua f(%+D (2) en el 


sogmento [a, b], que contiene los puatos 2y, 24, ..., Tp Y x£, el error de la 
ó6rmula (1) será igual a 


n 
lo (gi 
Ruty=w—d) ala) qe i+ is 
i=0 


a pra OD (8) Lo pe 2 joto (E) (2) 


donde E es un valor intermedio determinado entre x;(i=0, 1, 
En la práctica se utiliza una fórmula aproximada más cómoda: 





22) y £ 


Bn (0 aaa), -(q—n). 


Si se puedo tomar cualquier número n, éste deborá elegirse de tal 
forma, quo la diforencia A*+lypo sea =0 dontro de los límites de exactitud 
dada, En otras palabras, las diferencias A”yy deben ser constantes en los 
órdenes decimales que se dan. 


Ejemplo 1. Hallar el sen 26%15', valiéndose de los"datos que dan 
las tablas: sen 26”=0,43837, sen 27 =0,45390 y sen 28% =0,46947. 


Solución. Formamos la tabla 











2645262 _ 1 
= =— 


Aquí, A=80", g 
Aplicando la fórmula (1) y utilizando la primera línea horizontal de 
la tabla, tenemos A 
ñ Lefd 
1 Al!) 
son 26%15' =0,43837 + 7 001502 de 5 1 0,00014) =0,44229. 
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Acotamos el error Ro. Aplicando la fórmula (2) y teniendo en cuenta 
que |y0|<1, si y=seúux, tenemos: 


S(£D(La 
mts a (5) ar 


Es decir, ma todas las cifras dadas para el sen 26%15' son oxactas. 

Valiéndose de la fórmula de Newton también se puede hallar el valor 
correspondiento del argumento z= partiendo de un valor intermedio dado 
de la función y (interpolación inversa). Para esto, primeramente, se deter- 
mina el correspondiente valor de q, por el método de las aproximaciones 
sucesivas, suponiendo: 





Yo 





(mM 
q Ayo 
: ga be ga i 
4 auogo—1 Año q (41)... (4 —n+1) A"yo 
o =r— ¿ES AAA APA, ESO 
si Ci TT ml Ayo 
(¿=0, 1, 2,...) 
Por q se toma el valor común (¡con la exactitud dadal) de dos aproxima- 
ciones sucesivas q =g(MtDb, donde, z=xp+q+h. 


Ejemplo 2. Valiéndose de la tabla caleular aproximadamento la raíz 
de la ecuación sh 2=5. 








Solución. Tomando yy=4,457, tenemos: 


5—4,457 _ 0,543 k 
000 009 00598; 


de gogo AY _ 0,538-0,402 0,220 _ 
go go 12 0,5384 5 100 
=0,538-+-0,027=0,565; 


q= 





gem—o 500.4. 0.565,0,485 0,220 








=0,538 4-0,027 =0,565.. 


Do esta forma, se puede tomar 
1=2,2-+-0,565.0,2=2,24-0,113= 2,313. 
2. Fórmula de interpolación de Lagrango. Eu el caso 


goueml: el polinomio de enésimo grado, que para x==w¿ toma los valores 
lados de y¿(t=0, 4,..., 1), viene dado por la fórmula de interpolación de 
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Lagrange 
dea) laa dea), , tha) (ee) de) 
Uy 2 te e lam) Pa) ma. (a) E 






EM 
(En —20) (24 -24).. (E2— 214) (2— 3941)» + (2h Tp) 

(2— Lp) (22. 

177 (En— 70) (En —21)- 








3128, Dada la tabla de valoros de z e y: 


A 




















Formar la tabla de Jas diferencias finitas de la función y. 

3129. Formar la tabla de las diferencias de la función y=a*— 
—50+/2—1, para los valores de 2=1, 3, 5, 7, 9 y 11. Cercio- 
rarse de que todas las diferencias finitas de 3% orden son iguales 
entro sí. 


3130*. Valiéndose de la constancia de las diferencias de 4” 
orden, formar la tabla de las diferencias de la función y==*— 
—1074-22*4-3x, para los valoros enteros de z comprondidos 
en el intervalo 1<x<10, 

3131. Dada la tabla 


12 1=0,000, 
lg2=0,301, 
143=0,477, 
lg 4=0,602, 
lg5=0,699, 
calcular, valiéndose de la interpolación lineal, los números: lg 1,7; 
142,5; lg3,1 y 124,6. 
3132. Dada la tabla 
son 10”=0,1736, sen 13”=0,2250, 
sen 11”=0,1908, sen 14”=0,2419, 
sen 12?=0,2079, sen 15”=0,2588, 





completarla, calculando para ello, por la fórmula de Newton 
(para n=2), los valores de los senos cada medio grado. 


261016 
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3133. Formar el polinomio de interpolación de Newton para la 
función dada por la tabla 


E 





JOBDE 





85 





JODE 





3134*. Formar el polinomio de interpolación de Newton para 
la función dada por lá tabla 


=|2]a]o]o[so 





v[alaja 50 | 83 








Hallar y para 2=5,5. ¿Para qué z será y =20? 
3135. Una función está dada por la tabla 





-2| 1 





2 





3 4 





—23 





25 | 15 





Formar el polinomio de interpolación do Lagrange y hallar 
el valor de y para z=0. 

3136. Empíricamento se han determinado las magnitudos de 
la contracción de un resorte (z mm) en dependencia de las 
cargas (P kg) que actáan sobre él: 


z 5 | 10 | 145 | 20 | 25 40 











80 | 85 

















P | 49 |105| 172 | 253 | 352 | 473 cs | 793 























Hallar la carga que produzca una contracción de 14 mm del resorte. 
3137. Dada la tabla do las magnitudes z e y 


=|olafa]als 

















y | 1 —a| 25 | 120 ass 


calcular ol valor de y para z=0,5 y z=2: a) valiéndose de la 
interpolación lineal; b) por la fórmula de Lagrange. 
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$ 3. Cálculo de las raices reales de las ecuaciones 


1. Doterminación de las aproximaciones iniciales 


de las raíces. La determinación aproximada de las raíces de una 
ecuación dada 
F(x)=0 (1) 


so divide en dos £tapas: 1) la separación de las raíces, es decir, la dotor. 
minación de los intervalos, lo más estrechos posibles, entro los que está 
comprendida una y sólo una raíz do la ecuación (1); 2) el cálculo de las 
raíces con ol grado de exactitud prefijado. y 

Si la función f(z) está dotorminada y es continua en ol segmonto 
a, b] y f(2):f(b) <0, en este segmonto [a, 51 habrá por lo menos una raíz E 
le, la ecuación (1). Esta raíz será indudablemente única, si Fx >(0 
o f'(2)<0 para a<e<b. 

Para hallar aproximadamente la raíz E se recomienda construir la 
gráfica de la función y=f(x) en papel milimetrado. Las abscisas de Jos 
puntos de intersección de la gráfica con el ojo OX serán las raíces de la 
ecuación f(2)=0. A veces, es más cómodo sustituir esta ccuación por sn 
equivalente “p(z)=wp(=). JEntonces las raíces do la ecuación se hallan 
como cias de los puntos de intersección de las gráficas y=q (x) 
oy=v(% 

2 gta de las partes proporcionales (método do' 
las cuerdas). Si en el segmento [a, b] se encuentra una raíz única ly 
de la ecuación f(x)=0, dondo función f(z) es continua en dicho seg- 
mento [a, b], al sustituir la curva y=f(z) por la cuorda que uno los puntos 
(a; $ (a)) y (b; f(b)), obtenemos la primera aproximación de la raíz 


f (a) 
o (8) 2) 
ION $) 
Para obtener la segunda aproximación cz, aplicamos la fórmula (2) a aquél 
do los segmentos [a, c4] o [c,, D] en cuyos extremos la fundión $ (2) tonga 
valores de signos contrarios. De la misma forma se construyen las siguientes 
aproximaciones. La sucesión do los números cn(y=1, 2,...) converge 
bacia la raíz E, es decir 





e=4 


lim cp=8. 

mn 
El cálculo de las aproximaciones cy, Co, ..., por lo general, dobe continuarso 
hasta (quo cesen de variar las cifras de males quo se conservan en la 
respuesta (¡de acuerdo con el grado de oxactitud dado!). Para las oporacio- 
nos intermedias debon tomarse una o dos cifras de reserva. Esta indica- 
ción tiene carácter general. ' 

Si la función f(z) ticne una derivada f'(x) continua Y, diferente de 

cero on el segmento [a, b], para acotar el error absoluto de la raíz aproxi- 
mada cy, so puede emplear la fórmula 


15—0n 1 <LC0L, 


donde 


po min 1h 


axe 

3%, Método do Nowton (do las tangentos). Sif'(2) +0 
y (2) +0 para a<z<b, siendo f(a)1(0)<0, /(a)f"(a) >0, las apro 
26* 
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ximaciones sucosivas 2, (n=0, 1, 2,...) de la raíz E de la ecuación f(2)=0, 
se calculan por las fórmulas 


2y=4, A (at, 2,...). (8) 
Cuando se cumplon estas suposiciones, la sucesión zp (n=1, 2,...) es 
monótona, y 





lim x=. 
n=» o 


Para acotar los errores se puede utilizar la fórmula 
bl e 
Ia—81< LEGAL, 
donde p= min |f'(<)]. 
asxsb 


En la práctica resulta más cómodo el empleo de fórmulas menos com= 
plicadas 


Zp=4, Lp = 


—0f (Ea) (M=1, 2 ...), (35) 


, que dan, aproximadamente, la misma exactitud que la 





1 
«donde => 
ALTO 
Tórmula (3). 
Si f(b) /” (b)>0, en las fórmulas (3) y (3") deberá suponerse =D, 
des étodo de iteración. Supongamos que la ecuación dada se 
ha reducido a la forma 





2=0 (1), (4) 
dondo 190] <r<41 (r es una constante) para a«<<x<<b. Partiendo del 
valor inicial de zp, pertenecionto al segmento (a, b], formamos la sucosión 
de los números 24, 22... Según la siguiente ley: 

au=p(2) m=plt) .. 2n=Q(%n-4) -*- (5) 
Sia<z,<b(n=1, 2, ...), el límite 
¿=lim 2. 
n= co 


será la única raíz de la ecuación (4) en el segmento fa, b], es decir, 
Zn son las aprozimaciones sucesivas de la raíz E. 

La acotación del error absoluto de la enésima aproximación de zp la 
da la fórmula 


(62m 1 < Meal, 






Por esto, si 4h Y Zp+ coinciden con una exactitud hasta e, el límile del 
e 





error absoluto do 2, será z 


7 
Para transformar la ecuación f(x)=0 a la forma (4) so sustituye osta 
última por la ecuación equivalente 


2=2—1] (a), 


donde el número A +0 so elige de tal forma, que la función Z Lk-M(0)1= 


=1—)f' (2) sea pequeña en valor absoluto on las proximidades del punto 
zo (por ej., se puede suponer que 1—Af" (z/)=0). 
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Ejemplo 1. Reducir la ecuación 22—Inz—4=0 a la forma (4), si 
la aproximación inicial de la raíz 22,5. 


Solución. Aquí ¡(1)=22—I=—4 f()=2L. Eseribimos la 
couación equivalente 2=x—1(22—Inz—4) y en calidad de uno do los 
valores convenientes de A tomamos 0,5, número próximo a la raíz de la 
ecuación 


4 A. : 
1-2 (2-5) |, ¿=0 os decir, a =08. 


La ecuación inicial se reduce a la forma 
2=z—0,5(27—1n x—4) 
o bion, 
2=24+4 100. 
2 
Ejemplo 2. Calcular con uxactitud hasta 0,01 la raíz E do la ecua- 
ción precedente, comprendida entre 2 y 3. 


Cálculo do la raíz por el método de iteración. Apro- 
yechamos el resultado del ejemplo 1, suponiendo xy=2,5. El cálculo lo rea- 
lizamos según las fórmulas (5), con una cifra de reserva. 


n—=24 102,5 =2,458, 
22=2+- ln 2,458 = 2,450, 
2324 1n2,450 2,448, 


224 1n2,448 2,448. 


Es decir, £==2,45 (el proceso de aproximaciones ulteriores puede darse por 
terminado, ya que la tercera cifra decimal (las milósimas) se han fijado). 
Procedomos a acotar cl error. Aquí 


1 e q: 
9()=24>3 nz y 9 (2)=37- 
Considerando que todas las aproximaciones 2, se encuentran en el segmento 
12,4; 2,5], obtenomos 
» 2 
r=max]g (2) |=3 30,2. 


Por consiguiente, el límite del error absoluto do la aproximación xj, de 
acuerdo con la observación hecha anteriormente, es 


=0,0012 = 0,001. 








De esta forma, la raíz cxacta E de la ecuación se encuentra entro los límites 
2,447 < E< 2,449; 


puede tomarso E==2,45, y todas las cifras de este númoro aproximado 
serán exactas en sentido estricto. 
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Cálculo de la raíz por el método do Newton. Aquí 
()=teIlnaá, p9=2-4, 192. 


En el segmento 2<3<3 temomos: f'(2)>0 y $'(2)>0; 1(2)1(3)<0 
y 1(8)f"(3)>0, Por consiguiente, las condiciones del apartado 3%, pe 
z9=3, se cumplen. 

Tomamos 


a= (2-5)"=05. 


Hacemos los cálculos por la fórmula (3'), con dos cifras do reserva 
30,6 (2-3—In 3—4=2,4592; 
2¿=2,4592—0,6 (2-2,4592 —1n 2,4592 — 4) =2,4481; 
23=2,4481 —0,6 (2-2,4481 —In 2,4481 —4) 2,4477; 
2,=2,4477—0,6 (2-2,4477 — In 2,4477 —4)=2,4475. 
En csta otapa suspendomos los cálculos, ya que las cifras de las milé- 


simas no cambian más. Damos la respuesta: la raíz E=2,45. Omitimos la 
acotación del error. 


5. Caso de un sistema de dos ccuaciones. Supongamos 
que hay que calcular, con un grado de exactitud dado, las raíces reales de 
un sistema de dos ccuacionos con dos incógnitas 

12, y)=0, : 6 

Plz, y)=0, (6 
y supongamos tambión, que se tiene la aproximación inicial de una de las 
soluciones (E, » de este sistema, T=p, Y =Yg. 

Esta aproximación inicial puede obtenorse, por ej., gráficamente, cons- 
truyendo (en un mismo sistema de coordonadas cartesianas) las curvas 


1(x,1)=0 y q(z=, y)=0 y dotorminando las coordenadas do los puntos do 
intorsección do estas curvas. 


a) Método do Nowton. Supongamos que el determinante funcional 
¡49D 
0(z, y) 
no so anula en las proximidades do la aproximación inicial 2=xp Y=Y0 
En esto caso, por el método de Newton, la primera aproximación del resul- 
tado dol sistema (6) tiene la forma 2,=2p+%, Y1=Yo+Bo, donde %0» Bo 
es la solución del sistema de las dos ecuaciones lineales 


Í (20, Yo) Hof (0, Yo) +Bofi (zo, Yo) =0, 
9 (Zo, 10) +aopz (zo, Yo) + Boi (20. Yo) =0. 
La"sogunda aproximación so consigue por el mismo procedimiento: 
mao, Y=4+B 
donde ay, B, es la solución del sistema de ecuaciones lineales 
12 1) Hala y) + Bilz 1)=0, 


(29 Y) Hosp (2, Ys) + Baro (21, ys) =0. 
Análogamente se obtiene la tercera y domás aproximaciones. 
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b) Método de ite ración. Para la resolución del sistema de ecua- 
“ciones (6) se puede emplear el método de iteración, transformando este sis- 
tema a la forma equivalente 





2=F(z, 1) 
y=0(2, 1) a 


y suponiendo, que . 
[2 DIH 10 01<r<b 1F,(0 91410; (3, 9] <r<t 6) 


en un entorno bidimensional determinado U, de la aproximación inicial 
(Zo, Yo), que contiene también la solución exacta (E, 1) del sistema. 

La sucesión de las aproximacionos (a, Jn) (11, 2, »..). que conver; 
hacia la solución del sistema (7), o, lo que es lo mismo, hacia la solución 
del sistema (6), se forma según la siguiente ley: 


z1=P zo, yo)»  Y1=0(to, Vo)» 
m=P (4)  Y9=0(=, Y) 
23=PF (za Y) Y3=D(22 Vo) 


$i todas las (ty, Yn) pertenecen a U, lim2p=E, lim yn=Y. 
n+00 no 


Para transformar el sistema de ecuaciones (6) a la forma (7), cumpliendo 
la condición (8), se puedo recomendar cl siguiente procedimiento. Examina- 
mos el sistema de ecuaciones 

al le, y) +Po (=, y)=0, 
ví (z, y) +6p (z, y)=0, . 
equivalente al sistema (6) con la condición de que (5 él +0. Lo volve» 


mos a escribir de la forma: 
2=24+0f (5, y) +Pp(z, y) =F ls, Y), 


y=y +YÍ le, y) 4d (2, y) = D(z, y). 
Elegimos los parámetros a, $, y, 5, de modo, que las dorivadas parciales 
de las funciones F(z, y) y D(z, y) scan iguales o próximas a cero para la 


aproximación inicial, es decir, hallamos «, f, y, Ó, como solucionos aproxi- 
madas del sistema de ecuaciones 


1 +0; (Zo, Yo) +BQ3. (To, Yo) =0, 

af; (Zo, vo) +Bo; (ro, 10) =0, 

Ml: (0, Yo) +83: (70, Yo) =0, 

14H YH (20, Yo) +89, (20, Yo) =0- 
Eligiendo de esta forma los parámotros «a, f, y, 3 y partiondo de la 
suposición de qué las derivadas parciales de las funciones f(x, y) y p(z, y) 


varían relativamente dospacio en el entorno de la aproximación inicial 
dZo, Yo), la condición (8) so cumplirá. 
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Ejemplo 3. Reducir el sistema de ecuaciones 


í 24 y24=0, 


—e=0 
a la forma (7), si la aproximación inicial de la raíz es x=0,8, yg=0,55. 
Solución, Aquí (2, y) =2*+y21, q (2, y) =0%—4; $ (%0, Y0)=1,6, 
fi (o, 40) =1, 45 po (Zo» vo) =1,92, pj (Zo, Yo) 
Escribimos el sistema, equivalento al de partida, 


altera) +p2—y)=0, (a $ 
veimorarecaso, (|; 81+0) 








en la forma 


2=20 (84 y1)+8 (y), 
yy vB) +40 (y). 


Elegimos on calidad de valores numéricos convenientes de «, f, y, 8, la 
solución dol sistema de ecuaciones 


141,6 041,92 B=0, 
1,1 a—f=0, 
1,6 y+1,92 60, 
141,1 y—5=0, 
es decir, suponemos a >—0,3, B=—0,3, y =-—0,5 y 50,4. 
En cesto caso, el sistema de ecuaciones 
2=2—0,3 (124 y?—1)—0,3(04—y), 
y=y—0,5 (44 y9—1)40,4 (4 —y), 
«quivalento al do partida, tiene la forma (7) y en un entorno suficiente- 
mento pequeño del punto (%p, Yo) se cumplirá la condición (8). 


Por el procedimiento de pruebas, separar las raíces 'reales de 
las siguientes ecuaciones y, valiéndose de la regla de las partos 
proporcionales, calcularlas con aproximación hasta 0,01. 


3138. a4—2+1=0. 

3139. x*-4+0,51—1,55=0. 

3140. ¿—¿4r—1=0. 

Partiendo de las aproximaciones iniciales obtenidas gráfica- 


menle, calcular por el método de Newton, con exactitud hasta 
0,01, las raíces de las ecuaciones: 


3141. 2—22—5=0. 3143. 2=4z, 
3142. 22—Inz—4=0. 3144. lga=L, 
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Utilizando las aproximaciones iniciales encontradas grática- 
mente, calcular por el método de iteración, con exactitud hasta 
0,01, las raíces de las ecuaciones: 


3145. a3—5x+0,1=0. 3147. ¿—x—2=0. 
3146. 4x=c0sz. 


Hallar gráficamente las aproximaciones iniciales y calcular, 
con exactitud hasta 0,01, fas raíces reales de Jas siguientes ecua- 
ciones y sistemas: 


3148. 22 -—314+1=0 3154. “+2:—6=0. 
3149. 2—21*+4+32—5=0. 3155, *4e—4=0, 








3150. 14+2*—2x—2=0. ny 
3151. 2-Inz—14=0. 3158: ( Py=0. 
3152. 234 32—0,5=0. Sión ej y-4=0, 
3153. 4x—7senx=0. S ( y—Ilgxr—1=0. 


3158. Calcular, con exactitud hasta 0,001, la mínima raíz 
positiva de la ecuación tg1= 2. 

3159. Calcular, con exactitud hasta 0,0001, la raíz do la ecua- 
ción a-thx=1. 


$ 4, Integración numérica de funciones 


4%, Fórmula de los trapecios. Para calcular aproximadamente 
la integral 
» 


16) az 
a 
(f (2) es una [unción continua on [a, d]) se divido el segmento do integra- 
ción la, 3] on n partes iguales y se eligo ol intervalo del cálculo h=-"2= 





Supongamos que z¿=2p-+ ik (t0=4, 2=), ¿=0, 1, 2, ..., n) son las abscí- 
sas de los puntos de división y que y¿=f (=1) son los correspondientes valo» 
res do la función subintegral 'y=f(x). Entoncos, por la fórmula de los tra- 
pecios, tenemos: 





b 
$ (2) de rl (Pt A) (1) 
: 

con un error absoluto 


m2 
Ra <q7 (0—4)+Ma, 
donde Ma=máx. [f” (2)| para a<2<b. 
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Para conseguir la exactitud dada e, al calcular la integral, se determina 
el intervalo del cálculo % partiendo de la desigualdad 


12e 
ES nal 2) 


«es decir, » dohe ser del orden Y/z. El valor de h así obtenido, se redondea 
por defecto de forma, que 
a 
A = 

sea un número quo nos dé el número de divisiones n. Después de deter- 
minar h y » por la fórmula (1), so calcula la integral, tomando los valores 
«de la función aa con una o dos cifras decimales de reserva. 

2. Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). Si nes 
un número par, on las notaciones 1* es válida la fórmula de Simpson 

b 


Vitrdas + (to +A (tv honadd 


a 


+2Uv2+Ya + >>> +Yn—e)] (3) 
«con un error absoluto 
hs 
Pa < 55 0) Mas (4) 


«donde M¿=máx. | f2V (x)| cuando a<z<b. 


Para ascgúrar la exactitud dada e, al calcular la integral, el intervalo 
«del cálculo k so dotermina partiendo de la desigualdad 


14 E A 
50 4-0)M.<s, (5) 
»es decir, que el intorvalo k tendrá ol orden ¿/%. El número k se redondea 


por defecto de tal forma, que 0. sea un número entoro par. 





Obsorvación. Como no os fácil la determinación del intervalo del 
«cálculo k y del número n relacionado con él, por medio de las dosigualdades 
(2) y (5), en goneral, en la práctica, k se halla grosoramonte a tanteo. Des- 
pués de obtenido el resultado, se duplica el número n, es decir, se divide 
por dos el intervalo parcial h. Si el nuevo resultado coincide con el anterior, 
«dentro de las cifras docímales que so conservaron, se termina ol “cálculo. 
En caso contrario, so repite el procedimiento y así sucesivamente. 

Para calcular aproximadamento el error absoluto R de la fórmula de 
cuadratura de Simpson (3) se puede cmplear también el principio de Runge, 
según el cual, ñ : 





mi 
E TS 


«Jonde Y y Y, son los resultados obtenidos en los cálemlos con la fórmula (3) 
para los intervalos h y 4I=2h, respectivamente. 


3160. Bajo la acción de una fuerza variable F, dirigida a lo 
largo de] eje OX, un punto material se traslada por este eje desde 
da posición z=0, hasta la posición x=4. Calcular, aproximada- 
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.mente, el trabajo A de la fuerza F, si se da la tabla de los valo- 
«es de su módulo F: 











E | 0,0 0,5 1,0 1,5 | 2,0 |2,5 |3,0 [as | so 











1,50 | 0,75 4,50 | 2,75 





4,0 | 5,75 [10.0 





0,50 | 0,75 

















Efectuar los cáleulos por la fórmula de los trapecios y por 


la de Simpson. 
1 


3161. Calcular, aproximadamente, ( 6242) dx, por la fór- 


0 
mula de los trapecios, tomando n=10. Calcular esta integral exac- 
tamente y hallar los errores absoluto y relativo dol resultado. 
Determinar el límite superior A del error absoluto del cálculo 
efectuado para n=10, aplicando la fórmula del error que se da 
en el texto. 


3162. Calcular == por la fórmula de Simpson, con exacti- 


tud hasta 107, tomando n=10. Determinar el límite superior A 
del error absoluto, aplicando la fórmula del error que se da en el 


texto. 
Calcular; con exactitud hasta 0,01, las siguientes integrales 


definidas: 


sen 7 
d: 


e. 3168, 





8 


3163. 





a 


3 
5 
E 


E 3169. 





3164. 





a 





e 


3166. 


2 
E 
ES 
E 

a 


+lgsdz: 3174. 





pal 
8 
$ 


e dz. 


3167. 


1 
) 
1 
3165. ira: 3170. 
2 
2 
E ds. 3472, 
í 


A 
2 
E 
E 
ES 
a 
E 
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3173, Calcular, con exactitud hasta 0,01, la integral impropia 


ES 


a empleando la sustitución et. Comprobar el cálculo 
1 


v 
aplicando la fórmula de Simpson a la integral iz» dondo b 


1 
se elige de tal forma, que 


+00 


dz E ña 
Í Hs <+3:10 


3174. La figura plana limitada por una semionda de la sinu- 
soide y=senzx y el eje OX, gira alrededor de este cje. Calcular 
por la fórmula de Simpson, con exactitud hasta 0,01, el volumen. 
del cuerpo de revolución que se engendra. 

3175*. Calcular por la fórmula de Simpson, con exactitud 


hasta 0,01, la longitud del arco de la elipse Eldar =1, 


situado en el primer cuadrante coordonado. 


$ 5. Integración numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias 


1%. Método do las aproximaciones sucosivas (de 
Picard). Supongamos que se nos da la ecuación diferencial do 1tr orden 


Y =/ (2, y) (4) 
con la condición inicial y=yp para L=2p. . L 
La solución y (x) de la ecuación (1) que satisface a la condición inicial 
dada puede exprosarse, generalmente, de la forma 
y (2)= lim y; (2), (2) 
io 
dondo las aprozimaciones sucesivas de y; (z) se determinan por las fórmulas 


Yo (2)= Yo 


wi (2) =00+ Í H(2, vis (2) dz 
*o 
(i=0,1,2,...). 


Si el segundo miembro f(z, y) es una función dotorminada y continua 
en el entorno 


Ril2=z <a, |y—y |< 
y satisiace en el mismo a la condición de Lipschitz 
lF,00—1(3 Y) 1<Liy—v21 


Integración numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias 413 


(£ es una constante), el proceso de las aproximaciones sucesivas (2) es seguro. 
ue convergerá en el intervalo 


[2201 <% 
donde 


A d 
h=min (a, 37) 
M=wmá Dl 

máx] f(= | 


Al ocurrir esto, el error 


—2. 0 
Bryan (01 ar LA, 


[229 |< he 


«on tal de que 


El método de las aproximaciones sucesivas e Picard), con pequeñas 
modificaciones, se puede aplicar también a los sistemas normales de ecua- 
«ciones diferenciales. En cuanto a las ecuaciones diferonciales do órdenes 
superiores, éstas se pueden escribir en forma de sistemas de ecuacionos 
«diforencialos. 

2. Mótodo de Runge y Kuttu. Supongamos que en un segmento 
dado zo <z<X hay que ballar la solución y (z) del problema (1) con una 
«exactitud dada e. se 

—2o 


Para osto, primeramente, elegimos h= (intervalo del cálculo), 


«dividiendo el segmento [zg, X] en n partes ql de forma que hi< e. Los 
puntos de división z; se determinan por la fórmula 


a=z+ih ((=0,4, 2.0). 


Los correspondientes valores de Ya) de la función que so busca, según 
el método de Runge y Kutta, se calculan sucesivamente por las fórmulas 


Yi =Yi AV 
ió 
an PU 0D), 








donde 
¿=0,1,2...,.2 
ID =] (21 91 ha 
A » A) 
a E 
h E 
a lO e 
RO=H(a4 ld y 


El método de Runge y Kutta tiene un orden de exactitud de 4%, Una 
acotación grosera del error del método de Runge y Kutta en el segmento 
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dado [xg, X] se puede obtener partiendo del principio de Runge: 


—1m— Um) 
E Y 


donde n=2m, Yom € im son los resultados de los cálenlos efectuados por 
ol esquema (3) con los intervalos h y 2h. 

El método de Hubs y Kutta so puede emplear tambión para resolver 
sistemas de ecuaciones diferenciales 


v=f(0,Y, 2) 3 =0q(%, y, 2) y 


con condiciones iniciales dadas: y=yo, 2=2p PAra 7=2q. 

3, Mótodo de Milnc. Para la resolución del problema (1) por er 
método de Milne, partiendo de los datos iniciales, y=yp para 2=2p, $0 
hallan por cualquier procedimiento los valores sucosivos 


Ya=8 (14), Ya=Y (2), Ya=4 (29) 


de la función que se busca y (z) (por ej., puede omplearso ol desarrollo de: 
la solución y (z) on la serio (cap. [X, $ 17) o hallar estos valores por el método 
de las aproximaciones sucesivas, o empleando el de Runge y Kutta, etc.). 


Las aproximaciones 1 eT para los siguientes valores de y¿(i=4, 3, soso 2) 
so hallan, sucosivamonte, por las fórmulas 


O A A 


(5) 
Devi Mi liada e 
donde 
fi=fH(an y) y Ti=f(eu Vi. i 
Para el control, calculamos la magnitud 
=p 15-71. (6) 


Si es no sobrepasa de una unidad del último orden decimal 10-M que 


= 
so conserva en la respuesta para y (=), en calidad do y¿ tomamos y, y pasa- 
mos a calenlar el siguiente valor y¡+1, ropitiondo para ello el proceso 
indicado. Si, por el contrario, e¿>107", hay que volver a empezar de 
nuevo, disminuyendo el intervalo del cálculo. La magnitud del intervalo 
inicial so dotormina, aproximadamente, de la dosigualdad h3< 10-21, 
Para el caso de la solución del sistema (4), las fórmulas de Milne se 
escriben por separado, para las funciones y (=) y 2(x). El orden del cálculo 
sigue siendo el mismo. 


Ejemplo 41. Dada la ecuación diferencial y' =y—z, con la condición 
inicial 401,5 calcular, con exactitud hasta 0,01, el valor de la solución 
de estaYecuación para el valor del argumento ==1,5. Hacer log cálculos 
combinando los métodos de Runge —Kutta y Milne. 


Solución. Elegimos el intervalo inicial del cálculo h, partiendo de 
la condición de que 44<0,01. Para evitar complicaciones al escribir k, 
tomamos »=09,25. En este caso, todo el intervalo do integración, desde -=0 
hasta z=1,5, so divide en sois partes iguales do 0,25 de, longitud, por 
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medio de los puntos x¿(¿=0, f, 2,3, 4, 5,6); los correspondientes valoros 
de y y de la derivada y” los dosignamos con y; 0 yí. 

Los primeros tros valores de y (sin contar el inicial), los calculamos 
por ol mótodo de Rungo y Kutta (por la fórmula (3); los otros tres valores, 
Yi Yg O Yo, POr el método de Milne (por la fórmula (5). 

El valor yg serú, evidentemento, la respuesta al problema. 

El cálculo lo efectuamos con dos cifras de reserva por un esquema 
determinado, que comprende dos tablas, 1 y 2. Al final de la tabla 2 
obtenemos la respuesta. 


Cálculo del valor de py Aquí 
fe,y=—z+y z0=0 yvo=1,5, »=0,2. 
Tenemos, 


dr O 2402 +) = 
=-7 (0,3750+-2-0,3906-4-2-0,3026 --0,4100)= 0,3020; 
K£0= f (20, Yo) h=(—0-+ 1,5000) 0,25 =0,3750; 
19=i (a+ +, w+P) h=(—0,125 +1,5000 +-0,1875) 0,25=0,3908; 
91 (20+ > tE) h=(—0,125+1,5000 +0,1953) 0,25 =0,3026; 
HP =1(20-+h, yo-EKS>) h=(—0,25-+1,5000 + 0,3920) 0,25=0,4106; 


vi =V0-+ Ayo = 1,5000 +-0,3920 =1,8920 (las primoras tres cifras de esto número; 
aproximado están garantizadas). 

Análogamente se calculan los valoros de yz e yg. Los resultados dol 
cálculo se recogen en la tabla 1. 

Cálculo del valor de yz Tenemos: 


Ha y=-z+p h=025, 2=1; 
Yo=1,5000, y, =1,8920, y¿=2,3243, y¿= 2,8084; 
1¿=1,5000, y¡=1,6420, y¿=1,8243, y¿=2,0584. 

Aplicando la fórmula (5), hallamos: 

-_ Ah 

u=0+ q ui—+2)= 

4-0,25 

3 

Vi=1 (Ep Ya) =—14-3,3588 2,3588; 


A 


=1,5000+ 





(2-1,6420—1,8243 +-2.2,0584) =3,3588; 


2,3248 + 2:25 (2,9588-44-2,0584-+1,6243) =3,3500; 


IE. 19.85883:96001 0.0008 7.100 L0001 


por consiguionte, no haco falta revisar el intervalo de cálculo, ' 





84 
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Tabla 1. Cálculo de yy, Y2 e ys por el método de Runge y Kutta 
Ha, y) =—2+y, h=0,25 




















h 
, lat 
Valor bl > y= % 2 
dee e Yoli] oy | 
+57) 
0 0 1,5000| 1,5000 0,3750 1,5625 0,3906 
1 0,25 1,8920 1,6420 0,4105 1,7223 0,4306 
2 0,50 2,3243 1,8243 0,4561 1,9273 0,4818 
3 0,75 2,8084 2,0584 0,5146 2,1907 0,5477 
h 
! (= +35» 
Valor 2 Hit ha 
! 0) ía) Ay y 
de i +2) Ka vir) e Ñ di 
0 1,5703 0,3926 1,6426 0,4106 0,3920 1,8920 
1 1,7323 0,4331 1,8251 0,4562 0,4323 2,3243 
2 1,9402 0,4850| 2,0593 0,5148 0,4841 2,8084 
3 2,2073 0,5518 2,3602 0,5900 0,5506 3,3500 























Obtenemos y; =Y4 
están garantizadas). 

Do forma análoga efectuamos ol cálculo de los valores de y; o yg. Los 
resultados de este cálculo se incluyen cn la tabla 2, 

De osta forma, finalmente, tenemos; 


y (1,5) =4,74. 


4”, Método de Adams. Para la resolución dol próbloma (1) por 
el método de Adams, partiendo de los datos iniciales y (o) =p hallamos, 
por cualquier procedimiento, los siguientes tres valores de la función quo 
se busca y (2): 


Vi=Y (20) =0 (Lo), va=y (22) =4 (3204-24), ya=y (23) =y (20 +3) 


(estos tres yaloros se pueden obtener, por ej., por medio del desarrollo de 
(zx) on serie de potencias (cap. IX, $ 16). o hallándolos por el mótodo de 
las aproximaciones sucesivas (punto 1%), o empleando el de Kunge y Kutta 

(punto 2) ete.). 

Valiéndose de los números y, Tí %2, 73 € Yo Ys Yo Ya, calculamos las 
magnitudes 0, 94 42 93, dondo 


20 =hyy=hf (20, Yo). MMM =AH (2 Y)» 
d2=hyi=hf (23, Ya), 93 =hyi=hf (23, Ya). 
Después, formamos la tabla diagonal de las diferencias finitas de la magnitud q. 


3,3590 (las primeras tros cifras de esta aproximación 
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= | y|ay= | y= [a Mq= Aiq= Aiq= 
=Un+4— | =$ (2, y) [=Y'h | =Gn41— gn | =Bqn+1 =Ana— 
—Yn — An —Aqn 
Zo | Yo | Ayo  |f(to, vo)| 9o Ago 4%go A%o 
uy | dy [1 Y] a Ag 4%; Añg, 
vs | av [rev] se | 4% Ag A%%a 
Ya | Aya [16es, ya)| 9 Ag A%g3 
Ya Ma |] a Ags 
Y | Ys | Ays |1t2s, Ys) | 95 
To | Yo | | 




















El método de Adams consisto en continuar la tabla diagonal de diferen- 
cias valiéndoso de la fórmula de Adams 


dy 5 3 
Aun =4n +3 Mgn—a + 35 4 0n-2 +3 As (7) 


Así, utilizando los números q5, Aga, A%y, A%go, situados diagonalmente 
en la tabla de diferencias, valiéndonos de la fórmula (7) y poniendo en 


ella n==3, calculamos Aus=49+2 ag; q A?) +2 2%. Hallado el valor 
2 . 


Aya, calculamos y, =Y3+Ay3. Conociendo zx, e yy, calculamos q, =hf (Za, Ya), 
incluimos ys Aya Y 94 On la tabla de diferencias y la completamos despul 
con ¡as diferencias finitas Agz A*g2, A*g,, situadas, junto con 4, en una 
nueva diagonal paralela a la anterior. 

Después, empleando los números de esta nueva diagonal, valiéndonos 
de la fórmula (8) y poniendo en ella n=4, calculamos Ay¿ Ys Y 45 y obte- 
memos la siguiente diagonal: q;, Aq4, A?9a, A3gg. Con ayuda do esta diagonal, 
calculamos el valor de yg de la solución y (7) que se busca y así sucesiva- 
mente. 

Para calcular Ay, la fórmula de Adams (7) parte do la suposición de 
quo las terceras diferencias finitas A%7 son constantes. En correspondencia 
con esto, la magnitud / del intervalo inicial del cálculo se determina de 
ne gos he <i10-m (si se desca obtener el valor de y (x) con exactitud 
hasta 10%). 

En este sentido, la fórmula de Adams (7) es equivalonte a las fórmulas 
do Milne (5) y de Runge y Kutta (3). 

La acotación de los errores, para ol método de Adams, es complicada 

prácticamente inútil, ya que, en general, proporciona resultados exagora- 
os. En la práctica se sigue Ja marcha de las terceras diferenciales finitas, 
eligiendo ol intervalo % tan pequeño, que las diferencias colindantes A%g; 
y Á*qiy, so diferencien entre sí, como máximo, en una o dos unidados del 
orden dado (sin contar las cifras do roserva). 

Para elevar la exactitud del resultado, la fórmula de Adams puede 
completarse con términos que contengan las diferencias cuartas y mayores 
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de la magnitud q. Al hacer esto, crece ol número de los primeros valores 
do la función y que so necesitan para comenzar a llenar la tabla. Las 
Pocas de Adams para obtencr exactitudes olevadas no las vamos a expo- 
ner aquí. 

Ejemplo 2. Calcular, por ol método combinado de Rungo y Kutta 
y Adams, para =1,5 y con una exactitud hasta 0,01, el valor de la solu- 
ción do la ecuación diforencial y'=y—zx, con la condición inicial de que 
y (0)=4,5 (véase ol ej. 1). 

Solución. Empleamos los valores de yi, Ya, Ya, que obtuvimos al 
resolver el problema 1. Su cálenlo se da en la tabla 1. 

Los valores siguientes de y, Ys, Ye» los calculamos por el método de 
Adams (véanse las tablas 3 y 4). 


Tabla 3. Tabla principal para el cáleulo de yy, Ys e Ys 
por el método de Adams 4 


Hz, y) =—=4+y; h=0,25 
(Los datos iniciales se dan en cursiva) 






























z E y) E du q A 
€ 
o|o | 1,5000 ET | 1,6000 | 0,8750 | 0,0355 | 0,0101 [9,0028 
1 0,25) 1,8920 O | 1,6420 | 0,4105 | 0,0456 0,0120 [0,0057 
2 






2,0248 | | 





MN 1,8243 | 0,4561 | 0,0585 9,0160 [0,0047 
3 2,8084 2,0584 | 0,5146 | 0,0751 [0,0243 

4 [1,00] 3,3sss | 0,0856 | 2,5588 | 0,5807 | 0,0064 — 
5 |1,25 3,0044 | 0,7650 | 2,1444 | 0,6864 


| 
EE ETA 



































Respuesta; 4,74 


El valor yg=4,74 será la respuesta del problema, 

En los casos de resolución de los sistemas (4), la fórmula de Adams (7) 
y el esquema de cálculo que se muestra en la tabla 3, se utilizan separa- 
damente para cada una de las funciones y (=) y 2(2). 


Hallar tres aproximaciones sucesivas de Jas soluciones de las ecua- 
cioues diferenciales y de los sistemas siguientes: 


3176. y =2*+y? y(0)=0. 
3177. y =2+y+2, 2 =y—2 y(0)=1, 2(0)=—2. E 
3178. y =—y; y(0)=0, y'(0)=1. 

27* 
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Tabla 4. Tabla auxiliar para el cálculo por el método de Adams 


1 5 3 
Ay +3 Aqia +7 8702 913 
2 12 E 


























¡a 
eS a + Aqua | 37 Ae | os Ani 
3 | 0,5146 | 0,0293 | 0,0054 0,0014 [ 0,5504 
4 | 0,5807 | 0,0376 | 0,0089 | 0,0014 | 0,6356 
5 | 0081 | 0,042 | 0,0089 [ 0,0018 | 0,7450 





Calcular aproximadamente, por el método de Runge y Kutta, 
suponiendo que el intervalo es += 0,2, las soluciones de Jas siguien- 
tes ecuaciones diferenciales y sistemas, para los intervalos que 
se indican: 


3179. =y—x2; y(0)=1,55 (0<zr<1). 
3180. y=L—, y()=1 (1<r<2. 
3181. y=24+1, Y=y—x, y(0)=1, 2(0)=1 (0<z<1). 


Valiéndose del método combinado de Runge y Kutta y Milne 
o de Runge y Kutta y Adams, calcular, con exactitud hasta 0,01, 
los valores de las soluciones de las ecuaciones diferenciales y sis- 
temas que se dan a continuación, para los valores del argumento 
que se indican: 





3182. y =x+y; y=1 para z=0. Calcular y para 2=0,5 ' 
3183. y =*4+y; y=1 para z=0. Calcular y para z=1. 
3184. y =2y—3; y=1 para z=0. Calcular y para z=0,5. 
3ue5. [Y =—="*+YY+z 

2=242y+37; y=2, 2=—2 para z=0. 





Calcular y y z para z=0,5. 


2186, y — 045 
2 =Yy—2 y=2, 2=—1 para z=0. 








Calcular y y 2 para 2=0,5. 
3187. y =2—y; y=2, y” 1 para z=0, 
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Calcular y para 2=1. 
3188. yy" +1=0; y=1, y =0 para a=1. 
Calcular y para 2= 1,5. 


diz 
3189. 57 


Hallar x (1) y z' (1). 











+3 cos 24 =0; z=0, =1 para ¿=0. 


$ 6, Cálculo aproximado de los coeficientes de Fourler 
Esquoma de 12 ordenadas. Sean yn==f(%n) (n=0, 4, ..-.» 12) 
los valores de la función y=f(=) en los puntos equidistantes a del 


segmento [0, 2x1], al mismo tiempo que yo=Y12> 
Formamos las tablas: 


Yo Yí Ya Ya Ya Ys Yo 
Ur Yio Yo Ys YT 








sumas (3) | Uy Uy Uz Uy Us Us Ug 
diferenc. (4) Yy Va Vg VA P5 


Up Uy ua Us Y Da Dg 
Uy U5 Uy v5 Va 


sumas $9 S1 Sa S3 sumas 0, 07 03 
diferenc. to ty ta diferenc. y Ta 











Los coeficientes de Fourier an, dy (n=0, 1, 2, 3) de la función y=1(1) 
se puodon hallar aproximadamente por las fórmulas: 


Gay=s0+ 81482 +83 6b,=0,50,-+0,86607-+09, 
6a,=tp-+0,866 t,-+0,Bt2 6b7=0,866 (1,+T2)» o 
Gas —59 +0,5 (51 —s2), 8b¿=01—0y, 

6az=tp— to, 


Vi CN 


donde 0,866 == 1 1 --w: 





Tenemos: 
3 
19= +) (an cos nz +bp sen nz). 
n=1 
Se emplean también otros esquemas. Para facilitar el cálculo se utilizan 
plantillas. 


Ejemplo. Hallar el polinomio de Fourior: para la función y=f(x) 
(0<z<21n), dada por la tabla 
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vo | y | va | v [vu | | vs] ] vo] 
ass [ia] [a | —48 | —23 | —27 | 21] s | 
Solución. Formamos las tablas: 


38 38 12 4 14 4 18 
32 8 -% —27 —2 











y 





po E E, 
u 38 70 20 —20 —13 —19 -—48 
6 4 28 41 27 





D 











383 7 2-2 6.0428 
"| —48 —49 43 2 E A 
s 20 51 7 —20 o 33 45 28 
t 56 89 33 1 | 2 .-37 





Por la fórmula (1) tenemos: 


a=29 — aj=1033 a=38; 
dy=—8,4;  b3=0,8. 





Por consiguiente, 


484+(24,9 13,9 10,3 008 228,4 sen 2 
A O 8 cos dz+0,5 en 82), 


Valiéndose del esquema do 12 ordenadas, hallar los polinomios 
de Fourier para las funciones siguientes, dadas en el segmento 
[0, 20] por las tablas de sus valores, correspondientes a los valo- 
res equidistantes del argumento (yo =y12); 


3190. yo=-—7200 ys=4300  yo=7400  y=7600 
y=300  y=0 U=—2250 to =4500 
yo=700  ys=—5200 ys=3850  yy=250 

3191. yo==0 ys=9,72 — yi=7.42  y»=5,60 
yi= 6,68 y. =8,97 y, =6,81 Yso = 4,88 
Y2=9,68 Ys=8,18 Ys 6,22 Ya =3,67 

3192, yo=2,714 — yy=1,273  ys=0,870  yo=-—0,357 
yi=3,042 — y=0,788  y,=0,540  yi9=-—0,437 
Ya=2,434 — ys=0,495  ya=019 — yu=0,767 


3193. Calcular unos cuantos primeros cooficientes de Fourier, 
por el esquema de 12 ordenadas, para las siguientes funciones: 


a) H)=35 (2301420) (0<1<?m), 

















») 1()=4 (a) (0<z<?2m. 


SOLUCIONES 


Capítulo 1 
1. Solución. Como a=(a—b)-+b, tendremos que |a] <]a—5]+ 10]. De 
donde [a—5]>1a|—151 y AE Por consiguiente, 
ja—b|:> [a 151. Además, |Ja—5|=]a + (0) <l0]41251= la] +15). 
3.2) -2<2<4 b) 2<—3,2>1 0) —1<2<0;d)2>0. 4. —24 —6; 
0; 0; 03 6. 5. 1; ads VEZ, ea VIFZR, VEZ 6 2 q 
119=-F 4h 8 9-+ al 9 04. 10, Le+=0. 
tl.a) —1<z< +003b) -0<z< +0 12 (—o0, —2), (—2, 2), (2, +00). 
13.2) —o<r<-—V2 Vlsr<+ob)2=0, [219 Y2. 14. —1<x<2, 
Resolución. Debo ser 24+1x—22 20, 0 22—2—2<0, es decir, (241) X 
x (2—2)<0. De donde, o +1 :>0, z—2.<0, es decir, —1.<x<2; 0 por 
el contrario +1<.0, 2—2720, es decir, 2 <--1, x >2, lo que no es posi. 
ble. Do esta forma, —1<2<2. 15. —2<x<0. 16. —o0<x<—1,0< 


at M7. —2<2<2. 48, —1<2<1, 2<2< +00. 19, ht. 
20. 1LESI0O. 2. knr<ta4 (0, hd, +2). 2 pl 
=204—522-40, p(x)=—32546z. 23. a) Par; b) impar; c) par; d) impar; 
e) impar. 24. Indicación. Emplécse la identidad a=F1+ 





+0 (2) 1 (=2)]. 26. a) Periódica, 1 au b) poriódica, T= 
=%; e) poriódica, T==x1; d) periódica, 7=x; e) aperiódica. 27. y= 


ala, si0<2<o y=b, sic<a<s; sha si 0<2<0 Smbr— 


ll, si ec mayo cuando OI mata 1) 


cuando 1<1<H + m=qu Harto + ga (21 — lo) cuando 4 12< 0 
< U+blaHla=L. 29. q (9 (2)) =22%; y (p()=2%. 30. 2. 31. (2429. 37. —E; 
oh. 88. a) y=0 cuando ===, y>0 cuando 20h y<0 
cuando z<—1; b) y=0 cuando =—4 y 7=2, y >0 cuando —4<a< 
<2 y<Ó0 cuando —o<x<-1 y 2<r< Fo 0) y>0 cuan- 
do—co<x< +00; dy y=0 cuando z=0, 1=-—VY3 y 1=Y3, y>0 
cuando —Yi<zx<0 y Vi<i<z+o, y<0 cuando —o<r<-Yy3 
y 0<1< V3; e) y=0 cuando z=1, y >0 cuando —00<<—=1 y 1< 


<z<+o0, y<0 cuando 0<z<4. 39. 8) 2% (y—3) (—0< y < +00); 
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VIE y 2=—Vy PTAS y<+00) )2=P IZ (—=o< y< 
<Hooh 4) 200 <<) rte (<<). 
A0. z=y cuando —c0< y <0; 2= Y y cuando 0<y< +00. /4. a) y =u0, 
u=20—5; bh) y=2%, u=0082; c) y=lgu, too d) y=arcsen u, 








8% 0=—2. 42, a) y=sentx; b) y=arctg VIgz; c) y=2 (224), si 
[<t, e y=0, si [2] >1. 43. a) y=—coszf, Va</Jz |< V2n b) y= 
=1g (10—40%), —00< zx <4;0) “== cuando —coo<2<0 e y=x cuando 


0<z=<-+oo, 46. Indicación. Véase el apéndico VI, fig. 1. 51. Indi- 
cación. Completando cuadrados eu el trinomio de segundo grado, 
tendromos y=y9+a (2—zp)!, dondo zy=—5/2a e yy=(4ac—6%)/4a. De 
donde la gráfica que se busca es la parábola y=az*, desplazada a lo 
largo del eje OX_ en ta magnitud zp y a lo largo del eje OY vn 
la magnitud yo. 53. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 2. 
58. Indicación. Véaso el apéndice VI, dibujo 3. 61. Indicación. 


Esta gráfica representa de por sí la hipórbola uh, desplazada a lo 


o del eje OX on la magnitud zy y a Jo largo del eje OY en la magní- 
tud yo. a Indicación. Separando la parte cntera, tendremos y== 
55 / (=+3) (compárese con ol Me 61). 65, Indicación: 
Véase el apéndice VI, dibujo 4. 67. Indicación. Véase ol apóndico VI, 
dibujo 5. 71, Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo $. 72. Indi- 
cación. Véaso el apéndice VI, dibujo 7. 73. Indicación. Vóase el 
pp VI, dibujo 8. 75. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 19. 
78. Indicación. Véaso el apéndico VI, dibujo 23. 80. Indicación: 
Véase el Pron VI, dibujo 9. 81. Indicación. Véaso el apéndico VI, 
dibujo 9. 82. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 10. 83. Indi: 
cación. Véaso el apóndice VI, dibujo 10. 84. Indicación. Véase el 
epéndtos VI, dibujo 11. 85. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 11. 
87. Indicación. El período de la función 7=21/n. 89. Indicación. 
La gráfica que so busca es la sinusoide y=5 sen 2z con amplitud 5 y perío- 
do z, desplazada hacia la derecha a lo largo del eje OX en la magnitud 














12. 90. Indicación. Poniendo a=4cosp y ¿=—Asen p, tendremos 
v=4sen(=-—q), dondo A=V/HFE y 9=axctg ( -2) . En nuestro caso, 


4=40, q=0,927. 92 Indicación. cote=h (1+c0922), 93. Iadi- 


cación. La gráfica que se busca es la suma do las gráficas Yy=x 0 yy= 
=senz, 9%, Indicación. La gráfica que se busca es el producto de las 
gráficas yy =x e ya=son z. 99. Indicación. La función es par. Para 
x= >0 determinamos los puntos para los cuales 1) y=0; 2y=1y3)y= 
4. Cuando z—> Fco y—>1. 101. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 14. 102. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 15. 
103. Indicación, Véase el apéndice VI, dibujo 17, 104, Indicación. 
Véaso el apéndico VI, dibujo 17. 105. indicación. Véase el apéndico VI, 
dibujo 18. 107. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 18. 118. Indi- 
cación. Véase el apéndice VI, dibujo 12. 119. Indicación. Véase el 
apéndice VI, dibujo 12. 120. Indicación. Véase el apóndice VI, dibujo 13. 
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121. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo. 13. 132. Indicación, 
Véaso el apéndico VI, dibujo 30. 133. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 32. 134. Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 31. 138. In- 
dicación. Véase el apéndice VI, dibujo 33. 139. Indicación. Véase 
el apéndice VI, dibujo 28. 140. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 25. 141. Indicación. Formamos la tabla de los valores 


¿DODOE 
DOE 














z 


o 








—-8 | —27 





JE 














Construyendo los puntos (x, y) obtonidos, resulta la curva buscada (véase 
ol apéndice VI, dibujo 7). (El parámetro +, al hacer esto, no se marca geo- 
métricamente). 142. Véase el apéndico VI, dibujo 19, 143. Véase el apén- 
dice VI, ibn 27. 144. Véase ol apéndice VI, dibujo 29. 145. Véase el 
apéndice VI, dibujo 22. 150. Véaso el apóndice VI, dibujo 28. 151. Indi- 
cación. Resolviendo la ecuación con respecto a y, obtenemos y= 
=+'VB—2?, Después de lo cual es fácil construir la curva quo se busca 
por puntos. 153. Véase el apéndice VI, dibujo 21. 156, Véase el apóndice VI, 
dibujo 27. Basta construir los (x, y) correspondientes a las abscisas 


z=0, >> +4. 157. Indicación. Resolviendo la ocuación con ros- 


ecto a z, tendromos z=10 lg y —y (*). De donde obtenemos Jos puntos (x, y) 
lo la turva que se busca, dándole a la ordenada y valores arbitrarios (y >0) 
y calculando por la fórmula 141 la abscisa x=. Debe tenerse en cuenta, que 
lg y — —oo cuando y-—> 0, 159. Indicación. Pasando a las coordenadas 
polares r= Y GEF y t9=2 , tendremos r=e? (véase ol apéndice VI, 
dibujo 32). 160. Indicación. Pasando a las coordenadas polaros == 
3 sen p cos p 4 

=rc08 p o y=r sen q, tendremos COTE (véase el apéndice VI, 
dibujo 32). 161. F=32+-1,8C. 162. y 0d (102) Ympx=15 para 2=5. 
ab 

163. y 
=0,68; c) x1=1,37, 22 =10; d) 

D) 24 


sen 2; eS para 2a=Í. 164 a) ato mj=2 hb) 1= 


z 
0,40; e) z 
3, Y =—2 2 
2 123,1, ya —2, 









,50; f) 2=0,86. 165. a) 1, =2, 
2, ya= —3; 23=2, ya=3; 
d) 2, —3,6, y, =—3,; 














Ya 2,9 13329, ya1,8 2134 y —1,6 e) a=%> 
ps 
E, am, yo LE, 166, > a) n>4 b) n>10; 0) n> 


>32. 167. n>Ía=M: a) N=9 B) N=9%; 0) N=900, 468, ¿== (e< 
< 1). a) 0,02; b) 0,002; c) 0,0002, 169. a) lgz<—/V cuando 0<2< 20: 
D) 2% > N cuando 2 >X (NW); e) 1f()1>N cuando |2| >X (N). 170. a) 0; 


TARA. 472, 4. 1938. —%. 47%, 4. 175,3. 176. 4. 


b) 10) 23d) zp> 7 3 


426 Soluciones 





im. 2.176. L. indicación. Emplear la fórmula 24224... +12 


=n+1) (2n-+1). 179. 0. 180. 0. 181. 4. 182. 0. 183. 00. 184, O. 185. 72. 
186. 2. 187. 2. 188. co. 189, 0. 190. 4. 191, 0. 192. 00. 193 —2. 194. co. 





195. L. 106. EL. 497. 322. 198, —4. 499, 5. 200, 3. 201, Ze 
208. —¿, 204. 12. 205, E 206. —L. 207. 4. 208, vi E E 
210. —- 211. 0, 212. $. 243, — 214. 2. 215. 0. 246, a) $ sen 2 
10. 247.3.218, 2. 240.2. 220. 5. 221. =p. 222, cosa. 223. —sona. 
224. 1. 225, cos. 220, -% 227. a) 0; D) 1, 228, 2. 220. $ 280. 0. 
231. =% 232, 4 (m2). 233. + 224. 1. 235. $. 296. 2 pe A 





238, m. 239. 7. 240. 1, 241. 4. 242. 7. 243, 0, 244, Zo. 205, 0, 246, eL. 
247. el, 248, €. 249, e7d, 250. e%. 251. e. 252 a) 1. Resolución. 
1 


ce £ = 
lim (cos 2) % = lim (—(1—cosz)] —Jim( -2 sent) =lim (1-2 sen? x 
a0 20 x>0 2 


20 
2 sen pe 
2 sen? 3) 


— £ 2 a E 
25m E —— 1 ( pe z) 
x3) ] =P 2. Como lim| — 


a 0 








z 


1 
z z T 
+ |=-—2-1-lim <=0, tendremos  lim(cos2)* = 
20 zp xo 4 AE ) 





Resolución. Análogamente al anterior (véase a). 


2 
lim (a —2 sont 
Como — lim |-—2)=-2limx 








lim (cos 2) =e +0 SS 
0 x>0 ES 20 
EN 
PA NE E 


—+|3|-% - 253. In 2 


2 
254. 10 Ige. 255. 4. 256. £. 257. + 258. 4. Indicación. Poner *— 
—1=a, donde a —0. 259 Ina. Indicación. Emplear la idontidad 





=-—2., tendremos lim (eos 2) 
ES 


a elM0, 260, ma. Indicación. Ponor =a, donde a —>0 (véase ol 
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N: 259). 261. a—b. 262. 1. 263. a) 1; b) Z. 264. a) —1; b) 1. 265. a) —1; 


b) 1. 266, a) 1; b) 0. 267. a) 0; b) 4. 268. a) —4; b) 1. 269, u) —4; b) 4. 
270. a) —c0; b) +00, 271. Resolución. Siz+ita(k=0, +1, +2... 
cost 1 e y=0; si, por el contrario z=hx, cost=1 o y=1. 272, y= 


cuando 0 << 1; pal cuando z=1; y=0 cuando 2 >1. 273. y=|2|. 




















2 

274, y=-% cuando 2<0; y=0 cuando z=0; v=5 cuando z>0. 
275. y=1 cuando 0<z<1; y=x cuando 1<x< +00. 270. zp > 277. > 

Y 
> Li 2 >00. 278. n. 279. 248. 280. 281.41. 282, VETE, 
pe +1 3 El 
> A 
284, lim AC, ==. 285. Sy. 286, k=1, b=0; la reota y=x os asíntota de 
mo 


la curva E. 287. 0 (14 E)", donde k es el coeficiente 


de proporcionalidad («regla de interés compuesto»); Q¿=Qpek!, 288. |x| > 
> a) [21 >10; b) [2] >100; c) [2] >1000. 280. |2—1]<-3 cuando 
0<e<4; a) [a—1]<0,05 b) [z—1|<0,005 e) |z—t|< 0,0005. 
290. |2—2|<-]p=Ó; a) 5=0,15 B) 6=0,015 0) $=0,001. 291. a) segundo; 
b) tercero. L, 2. 292, a) £: D) 2 c) 3. 293. a) 1; D) 4:09 2; a 2 
e) 3. 205, No. 296, 15. 297, —41. 298. —1, 290. 3, 300. a) 1,03 (1.0296); 
b) 0,985 (0,9849); c) 3,167(3,1623). Indicación. Y10=VIFI= 
=3/ 14xy 5d) 10,954(10,954).. 301. 1) 0,98(0,9804)% 2) 1,03(1,0309); 
3) 0,0095 (0,0952) 4) 3,875(3,8730); 5) 1,12(1,125); 6) 0,72(0,7480); 
7) 0,043 (0,04139). 303. a) 2; b) 4; €) + d) $ - 307. Indicación. Si 
= >0, cuando | Az |< x, tenemos | V2FA2—V23|=] 42 (Y7Fdz+V2) < 
</|4z|/Vz. 309. Indicación. Utilizar la desigualdad | cos (+-+ Az) — 
—cosa|<| Az]. 310. a) 2 +2 Fra, donde k es un número entero; b) x + 


+ kn, donde k es un númoro entero. 311. Indicación. Utilizar la de- 
sigualdad [[z4A4z|—|2 || <|Az|. 313, 4A=4. 314. /(0)=1 315, No. 
4 4 

316. a) $(0)=25 b) (0) ==75 €) $(0)=2; d) 1 (0) =2; e) $ (0)=0; £) (0) 1. 
317, 2=2, es un punto de discontinuidad de 2% especie. 318. —1, os un 
punto de discontinuidad evitable. 319. -=—2, es un punto de discontim 
dad de 24 especie; z=2, es un ra de discontinuidad evitable, 320. x=0, 
es un punto de discontinuidad de 1% espocie. 321. a) =0, es un punto de 
discontinuidad de 2% especie; b) z—=0, es un punto de discontinuidad evi- 
table. 322. =0, es un punto de discontinuidad evitable, 2=%ka (k==+1, 


2, ...) son puntos de discontinuidad infinita. 328. 2=21%43 (k 


+1, 42 ) son puntos de discontinuidad infinita. 324. z=%ka (k=0, 
+41, +2, ...), son puntos de discontinuidad infinita. 325. x=0, es un 
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punto de discontinuidad de 12 especie. 326. =—1, es un punto de discon- 
tinuidad evitable; z=1, un punto de discontinuidad de 1% especie. 327. 2= 
=—1, es un punto de discontinuidad de 22 especie. 328. z=0, es un punto 
de discontinuidad evitable. 329, «=1, es un punto de discontinuidad de 1% 
ospocic. 330, z=3, es un punto de discontinuidad de 14 especie. 332. 2=1, 
es un punto de discontinuidad de 1% espocie. 333. La función es continua. 
334. a) z=0, es un punto de discontinuidad de 14 especie; b) Ja función 
es continua; €) 2=+x (%, es un número entero), son puntos de discontinui- 
dad de 12 especie. 335. a) z=% (k un número entero), son puntos de 
discontinuidad de 42 especie; b) x k =$ 0, es un número entero), son 
puntos de discontinuidad de 1% especie. 337. No, porquo la función y=£ (x) 
es discontinua cuando z==1. 338. 1,53, 339. Indicación. Demostrar, 
que cuando zp es suficientemente grande, tenemos P (—2p) P (xp) < 0. 








Capítulo 11 


344, a) 3; b) 0,24; c) 2h+%2 342. a) 0,1; b) —3, o) 2PA—P z. 344. a) 624; 
1560; “b) 0,01; “100; c) —1; 0,000011. 345. a) ax; a; y Batan 
£d 


+95 (A2)04(45)% 3et43207+ (dm) e) E; — a 
E VZ. 1 a EIN 

d) V VU. ==; a A 

) VIFR—Vz VA VE e) 2 (22%—4) 7 

ym 222, (+4). 346. a) —L; D) 04; c) —hi 0. 347. 24. 


348. 15 0m/seg. 349. 7,5. 350. Jetaaita. 35. (x= 


= lim /(2:42)—1(2) A. 2 lim 42 
amd dx 352. a) 5 D) -z7 a. Ar» “onde q, es la 

magnítud del ángulo de rotación en el instante t. 353. a) E, b) = 

=lim-22, dondo 7 os ln temperatura on el instante t. 354. XL = 
At>0 AE = 


= lim 22, donde OQ es la cantidad de substancia en el instante t. 
At+0 At 


Am, im Am 0 ' 5 ' 
355. 0) Fi D) Jim GE. 850 0) — 046) — q 0,2885 


50 , > ho 
O) —Ar 0240; Yjmo=—0,2. 357. soctz. Resolución. y= 











== lim 1B(2+42)-18% _ lim son Az si Lim JONA, sy 
Ax Qs Ax>»0 Ázcos x cos (1+A7) 83d A 
Ñ = =sec? z. 358. 2D): ; 
Ls cos =00s (EF Az) costa o 0 2Vz " 
A 1 ió "(8)= lim [(8+442)—1(8) 
a A e z A 
d) ía 359, 1z Resolución. f' (8) MS Ae = 











= lim Y3Ti-V8 - tim 25078 
LEN E 
= lim 1. 360, f(0)=-8, f (1)=0, f' (2)=0. 
Jim, E pa TR $00) f' (1)=0, f' (2) 
n 





361. x,=0; 22=3, icación. La ecuación f' (1) =f (2) para la función 
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dada tiene la forma 322=x% 362. 30 m/scg. 363. 1, 2. 364, —1. 
365, f(2p)= = 366. —4; 2; tgp=3. Indicación. Empléonse los 
resultados del” -ejomplo 3 y dol problema 305. 367. Resolución. 


dci tim OD —_ A "ui lim PARA 

23)7(09= Um 22 — lin 2 Df (9= lim LEAL 
+A 

E 








cos 


a e 1+42)| 
E TON AS (2 ia Az En 
> Jim, PR a (E) tim, LL, 08, 500 
de an 
2 
— 120242. 369 442020, 370. 2az-+pb. 371. 2, 372. mati 
1 3 


$5 gara, 








AL, )- 





Sazó 
Varp DE 
VERA, 


73 


+b (men) emma, 373, 374, E 375. 22 





5 
s7, £ 3, Indicación. yuad=a, 37. —___Y_. 
ad 2rt6x 42 A E 
ima — ato a 
a A 0 o 7: 


4 —2 
par —— A — —]>+ 5 1 * 
382. 5eosx—3sonz. 388, 537 38% Ga 385, ¿2 son! 


e 
ia? 388. rd 





386. y'=0, 387. ctgr— 389. zarctgz, 


390, ade* (2-47). 391. ze”. 392, tz. 393, = 





. 394, e* (cosx —sen 2). 





305, ate", 396, e (aroson=+ ==) 397. Geini—0) 398, 322 nz, 



































Vi méz 
2 ,Mnz _ 2 2Inx 1 
399. + -= » 0 401. shepocho, 
2 - el 
402. she 403. —thlz. 40% 3(x loz +sh echa) 
2In3x.shiz 
405, E Arsh z-+ Aro son 2. 407, 3 y AO Aroh e 
As A B EEN 
4422 Arcthz 30 gan 
408. OS - ( z y. 411. 12ab418b%. 
412, 16: (342280. 443. ¡ÉL a, ——. 445 A 
(2118 Vi=12 Y lapozyi 
SUE —tg? 4 Bl 
416, — VFE= . 19, Litebialo go, == 
E cos? z 250n? x Y ctgz 
420. 2—15 005% x sen z. 421. A Indicación. a=sen2t+cos"22, 
ESPA cad 
ee Sn pag SO A cosa42sona_ 
(1300329 costo 2Vbs02—= 100032 
2cos x 3 son z 4 


425, 426. 


3) sen z costa * l 2 Y 122 YTFaresena 
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Al — B(arcsen 2)2 428, —1 
2(14+2%) /arctg Yi=a * (1422) (arctga)2 * 
TES! 2e* 2% In 2 5142 
400. LEPE gp, EST a 
va O ERA (5-9% 
x cos (125241) > 683. —asen(ar+f). 434. son(2409). 
aot— 
z 
435 —2 28%. 436, —Í_. 487. 2008228 son 322. 439. 
sonia 7 
sent — 
1 í 1 
- — — 9 2 
A E 10702, 


446. —25ln5, 445, 2710%(142In10). 446. sen2! +2 100521 In2. 
ez 7 b 

















2 —25 2Inz 
40, Ez 08 poi 0. cl ole. 460, Zap 6 E 
1 (lex+5 cos 2) YT 4 1 
==. 60. A 
zInz E á (e +5 sen z—4arcsen 2) Y 122 (1+In8z)z * 
4 

. 45, == E . 455. h 
Firmar Vit AVi+ 0 Rpso Lucida 


y'=(sen3 52)! cost + sena (sos: 7) = 3 sen? Dx cos 5x-5 0052 + + 


952. NL 25 son E ón 
+sond 5z 2c0s5 ( son 5)5 15 sen? 5z cos 5z cos' FG sn bz cos X 








z z 4143 % Ed 
gsm. 466 Tay 48. azar+* 
459. E 461. ze 





+1 
462. A 463. PIFI 46% 
E 


ze 





Va +2" 
1 


YD EJ5 


2abmna"=1 (a— ban)m=1 234 
4 p A o kk 
465. 4x9 (a—223) (a +52%). 466. at o 


400. IFA +FP Eo rad bear 








468. AS 
2 V(4+0 +) (-+<) 
470. —__ LL A RUMANA . RÁ 
Vi u+Vor VE y 
473. . 474. sena costz, 475. 1 ——. 476, 10tg5z sect ó, 
1 send z cos! z 
477, xcos 22. 478. 31%sen 245, 479, Bcoszcos2z. 480. tgiz. 481. 982 
j E 


1 arcsenz(2a 





482. (a— B) sen 27 Os 7—aresen z) 


483. 0. 484. 











" 2 Yasonta Ppcostz 7 
2 1 zarecos 
485. —Í— - 486. . 418, 
2 Y22 142 (1 
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2(0>0). 490. 2/35 (0>0). 491 .492. arcseon Y z. 


489. VE 
































VA 
1 sen a 
1 == 0 5 
Vi Brtaresen dr 2 Y i—laz 125 cos apar * 
4 V $ sen? z sE 
A A E 
500. Rp e 501. 2m2p (2ma"*4-b)0-1 47% In a. 502. e% (a cos EA 
503. e*sonfz. 504.  eT%cos3z, 505, Pa (n—2221n a). 
gl 
1 A 3 Ina 2az +b 
500. —Lytg (14 Y 2087 ln a). 507. . 508. 
rte rit+V ) ao" ra 
z 
50. E. 50. E. sm. A E. 
Vai 1+4Vz" Vaar+a? 2102 
sm —L gil. 14. ¿EE Indicación. y=5In(e—2)— 
32162419 1 == 
—3n(2+0. 55 aa ras: 7 Via, 
—6a2 1óa 12 (az +0) 2 
e a A O 
sa. DERE. 522, YEsonnz. 82%, > 5%. A 
e sendz E] 
2 seas e 
9 b: sen: 
5, a eme 3x Jn 242 (1—arceos 32)]. sa. a o 
acos arcos ba -+-b sen az sen ba 1 a 1 
A TT 8. 2 nh: 
di 1 hz, 1 A 
Y 1— 22 arcsen x z "2 yIi=Iiz (141087) * 
sm | a 2 a 0 
APA > aa A 
536... 1SSONE 537. 6sh22rch2r. 538. e*(uchfr+Bshfz). 


U—a ph * 


2 
539, 6 th223 (1 —th222). 540. 2eth2a. 541. ==> M2. 
( 2 A Valqzt zx Y Mtz—1 


1d Sw Vb — 
58. Lo 0 0 q 6 Arta 547. Arshz 


548, a) y'=1 cuando z>0; y/=-—1 cuando z<0; y”(0) no existe; 
E 4 ys para LO 4 
b) y=|20|. 540. y =G- 50. Pl0=]_ e paga 0, 2 + 


d: 

















¿ay not 0=É: 


d) (0) =14(0)=0; e) f2(0) y f(0) no existen, 


553. 6x. 554. a) f(0)=—1, f(0)= 
0) 12(0)=4, f4(0)=05 











- 557. —1. 558. 0, 561. Resolución. Tenemos 


432 Soluciones 


y =e"*(1—2). Como at , se tiene y=2 (1—2) o bien 2y'=y (12). 


366. (1 + 2m)(1 + 32) + 241 +2) 4 + 32) + 3(2 + 4)(£ + 22). 














(242) (5124-49: 420) 224742 560. 3245 
o o ec EOS ÓN 
V EZ 57 (5—2)8 (227741) 
pl cali "DE VE DE—31* 
.- mani 572 plas). 573, Pl 
571 CERA TOO 72, : (14 In 2). 573. x 
Vi- 
Xx(1+2 In 2). 574. E 575. z 3 (1+-Fl02). 570. tro x 


x (5+Im2+In*2). 577. asen (EZ +cos z ln =) - 578. (008 2090 x 


x (cosz1ncosz — son=tgx) 579. (1+ +2) [0 (+2)-1 +). 











z , 1 
580. (arctg x)* [1 aer aga] + 581, a) ara ; 
. $ 10 3 —2t —2t 
Do 0 > > 582, q 1% 588, Pq 8 ¡ps 
(2—:) pio 1 D 
1(Q—é t+ S 2 
585. —Zpr+ 58, 37 587. TN 588. tgt. 589. a 
d —te3L 5 3 —1 para ¿<0, = —9e3t 
500. —Ltgt. 50. —tgdl, 502 y, 1 Aa Sor 08. 2, 
594. tgt. 596. 1. 597. co. 599. No. 600. Si, ya que esta igualdad os una 
2 b2z E z (3x4 2y) 
identidad. 601. -¿. 602. Tar 603. — 1d e 
A yoo e LP 
605. — Z. sor. JOA Fza —AFTARFAJ 
y cos? y EA 4-22—y2 
608. anar 500. 1. 610. ro Mm Fay" + 
y 


RE A A 

1 a yl 

oí. EEL, qq, SESVEEIE ja, Zlay— Y 
I—yYy «a—y 12 F y? y lnz—. : z 

6) O. 622. 45% arotg2==03*20". 623. 45%. 624, arctg 2 =30'2(". 625. (0; 20); 

(15); (27 —42), 026, (1; —9). 627. y=eta+t. 028 ==]. 

1 1 
629. ($: —+5)- 631. y—5=0; 242=0. 632 z—í=0; y=0. 
633, a) y==2e; y=— 25 D) 2240; 224920; 6) 642920 =0; 


20 Oy de =0: d) med; yet 23.0) 224 43=0; 224410 pora 
ol punto (134); 22—y+3=0; 2+2y—1=0 para ol punto (—1; 1). 


612. (e4+y)l 613, 





% 
Lia. es —L 
614. Eder. 015, Lo 





. 620. a) O; b) + ; 
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634. T—10y+6=0, 107+7y—34=0. 635. y=0 (144) 24+(n—4)y— 











E 0. 636. 5x+6y—413=0, Gr—5y+2=0. 637. 24+y—2=0. 
638, En el punto (1; 0): y=22-—2; =5%; en el punto (2; 0): y=—x+2; 
y===2; en el punto (3; 0): y=22—0; y=23%. 689, 14r—18y-+12=03 


132414y —414=0. 640. Indicación. La ccuación de la tangento es 

Ata Por consiguiente, esta tangente corta al eje OX en el punto 
o 0 

A(22p, 0) y al eje OY en ol punto B(0, 240). Buscando el punto medio del 

segmento 48, hallamos el punto (Zp, yo). 643. 4036", 644. En el punto (0, 0) 

las parábolas son tangentes entre sí; en el punto (1, 1) se cortan bajo el 








ángulo de arctg +=88. 647. S¿=S,=2; t=n=2Y/2. 648. a e 
$ t E. a t A 

652. T=2a sony lg 35 N =2a sen 3' S:=2a sont tg y; Sh=a sen t. 

053, arta. 654. 420. 655, Si=4x%a; Spa; 1=2%0 YT FTE 





a=a VIP tgn=2m. 656,  S¿ 





a E 
n= Van; ten=-qo- 657. 3cm/seg; 0; —9 em/seg. 658. 15 cm/sog. 


659. —Fm/seg. 660. La ecuación de la trayectoria es y=xtga— 


es g 2 E c vj sen 2a 
coda z2 El alcance es igual a HA La velocidad 


VA—2w8! son a -+8?12; el coeficiente angular del vector de la velocidad 
E Indicación. Para determinar la trayectoria hay que 
o 

eliminar el parámetro £ del sistoma dado. El alcance es la abscisa del 
punto 4 (dibujo 17). Las proyecciones de la velocidad sobre los ojos: 
de dy A " V day? ETA 

aa La magnitud do la velocidad (5) +(5) ; el vector 
de la velocidad está dirigido por la tamgente a la trayectoria. 


661. Decrece con una velocidad de 0,4. 662 (7 3). 663. La diagonal 


crece con una velocidad de —3,8 cm/seg, el área, con una velocidad de 
40 cm?/seg. 664. El área de la superficie crece con una velocidad do 
0,2x m2/seg, el volumen, con una velocidad de 0,057 1m2/sog. 005. F cm/seg. 
666. La masa total de la barra es de 360 g, la densidad en el punto M 
es igual a 5x g/cm, la densidad en el punto 4 es igual a cero, la densidad 
en el punto B es de 60 g/cm. 667. 56z0-42107%, 668, e” (42249). 





2(1—22) —z y 
609, 200925, 610. ¡Pops 6. ps 2 2 arta E 
o 2, 2rarosenz z o 389 
67. ¿a? apa? hd. 679. y”=8. 680. f” (3) =4320. 
y__2% o pyÍ_ od ls 
681. y ==" 682, y” ——G4sen2x, 684. 0; 1; 2; 2. 685. La veloci: 


281016 
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dad 5; 4,997; 4,7. La aceleración a=0; —0,006; —0,06; —686. La loy del 
movimiento del punto M, es z=acos ot; la velocidad en el momento + es 
igual_a—«o son os; la aceleración en el momento £: —«tcosot. La 
velocidad inicial es igual a 0; Ja aceleración inicial: —«o% la velocidad 
cuando 2=0; -+ au; la aceleración cuando z=0; O, valor máximo do la 
magnitud absoluta de la velocidad: aw. El valor máximo de la magnitud 
absoluta de la no au. 687. y'U=nla", 688, a) nl(1—2)0+D, 
1-3... (2n—3) E n 

y y . AN 

b) (1) 2. 689, a) sen (+): 5) 2 cos (22-4n +): 


mo 2 
0) (AN a 














¿OL ey ¿CEL y 2, 
dr A ga Dar 
O) A 7.600. a) asetpnes; 
») arena [2 4)" 224 2n(—1)L 24 eN 9-2]; o) U—ex 


) —n(n—1) cos (++ 282) ; 





a 








x00s (++?) —2nzcos (+2 








ay IEA e ma e) A cando 9d. 
2. 
Gol. yo (O) =(r— 4)! 092. 8) 91% D) 2242; 2) —VTZR. 099. 0) mzzsp 
1 . —Í P —í E 1] 
Dorama Y hot O 
7 
E) 20 an 
695. a) (14-12) (12302); D) ¿pr + 096 gr e. (5)... 


13 aa 
609, JS op, sont 0081) 70, 668! (1431412). 702, mnpm, 

















sen? (sen ¿cos £)5 
E TIE ET AA 
ca rar 2 1H (2) 14 e Y 
y o a 
106. pp > ll ” 708. E A 
111 a Sade E a 
709, hoyo 710. po ld. a) id) — go IZ, Ay =0,000001; dy = 
0,009. 713. d (l—2%)=4 cuando 2=4 u Ar=—p> 714. dS=—2cAx, 
AS =2x42+(42)?. 717. Cuando 2=0. 718. No, 710. dy=-—F7 =—0,0486 . 
4 n —mdx 
720. dy == 00000. SE decoro e AA+ 
de ado sl 
mm E A a A a A a 
—2dz 1-+cos qp et dt 
727. Made, 78. Fa 0 7D IN E 
“ 
—_ v 
732. — 10248 q 733, — YE Lo a E gs, 


Tab Sy y 
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735. Gan 737. a) 0,485; b) 0,985; c) 1, 2; d) —0,045; e) F+0,025 081 . 


738. 565 cu3, 739, Y5 =2,25, Y17=413 Y70=8,8, V00= 2,3. 
740. Y 102,16; P70= 4,13; "200 5,85. 741, a) 5; b) 1, 1; o) 0,93; 4) 0,9. 


—(d2) ==( 
742, A0019. 743, 0,57, 746. 208. 748 EE. TA, a Ñ 
750. (sen zin A 7) ear. 751. AE dao 


752. —er*(e2—624+6) (de). 753. E 154, 3-27 sen (2245423) (ap. 


755. e* “05% son (rsena- na) (de)”. 757. No, ya que f'(2) no oxisto. 
758. No. El punto z=-7- es ua punto de discontinuidad de la función, 


762. E=0, 763. (2, 4). 765. a) -É; b) Et 768. Inz=(=—1)— 


2. , donde E=1+0(2—1), 0<0<1. 769 senz= 





247008 Ey dondo E¡=0,x, 0<0,< 1; senz=2x— FR 
27 
=T cos Es, donde E2=027, 0<02< 41. 770. er Ad 
As donde E=0x, 0<0<1 712 El error 
1 EN 
a) EMITE b) ESE - ambos casos E=0x; 0<0<1. 


773, El error es menor de =D" 775. Resolución. Tenemos 











. Desarrollando ambos factores on poten- 
1 


cias de z, obtenemos: (1+2 y ais o 





+44. Multiplicándolos, tendremos: y= A 


Luogo, desarrollando e*/2 on potencias de —, obtenemos el mismo poli- 
ps 


E 2 1 

nomio e 144 ¿777 — 50 718. co. 179. 4. 780. 3. 781, = 
2 

182. 5. 763, co. 784. 0. 785. 7. 786, 4. 788. 2-.780.4.790.0.191. a.792.00 

para n>1; a para n=l; 0 para n<4. 793. 0. 795. $. 796, 


4 

2 

797. —4. 799. 1. 800. e. 80%. 1. 802. 1. 803, 1. 80%. L. 805 2, 
: 





800. L. so. 4. 808. 1. 810. Indicación. Hallar el lim, 


ao 
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dondo st (a—sen a) es la expresión exacta del área del segmento 
(R, os el la de la circunferencia correspondiente). 


Capítulo 11 


811. (—c0, —2), crece; (—2, 00), decrece. 812. (—co, 2), decrece; e co) 
813. (—00, co), crece. 814, (—co, 0) y (2, 00), crece; (0, 2), decrece: 

00, 2) y (2, 00), decrece. 816. (00, 1), crece; (1, 00), docroco. 
817. (—o0o, E. (—2, 00) y (8, 00), decrece. 818, (0, 1), decrece; (L, co), 
ereco. 819, (—co, —1) y (t, 00), creco; (—1, 1) decrece. 820. (—co, oc), 


crece, 821. (0, 2 » decrece; el co), crece, 822 (—2, 0), crece. 
823. (—00, 2), decreca; (2, 00), crece. 82%. (—co, a) y (a, 00), decrece. 
82, (—co, 0) y (0, 4), decreco; (1, co), crece. 827. Uy =-p cuando 2= 





=>. 828. No hay extremo. 830. Ym¡n=0 cuando z=0; yy =0 cuando 


2=12 Ymáx=1296 cuando 2=6. 831. Y yn =—0,76 cuando x 0,23; Yyy5x =0 
zuando :=1; Y ys =—0,05 cuando x 1,43, Cuando z=2 no hay extremo, 832. 


No hay extromo. 833, Y, =—2 cuando 2=0; tasa? cuando2=2. 83. Un 
cuando 2=3,2. 835. y ax =-3 Y3 cuando x= E + Yan =3 V3 cuando <= 
V3 cuando 2= 





-% 835. Uns=V2 cuando 2=0. 887. Ya = 


=-2V3 Ymin=V3 cuando z=2 Y/3, Es Y mía =0 cuando ns 
Ymáx=1 cuando z=0. 839  Ymi=—= V3 cuando a=(+-5) ES 
Pd =313 cuando 2= (+51) k=0, H1, +2...). 840. 4 =5 
cuando z=12kx; Y =5008 ES cuando 12 (17 )a Umin=—5 
cos cuando 212 (ba En Ymin=1 cuando z=6(2k+4+1) 51 (*=0, 
ded, de2,0.:). BM. Ya =0 cuando 20. 842. Yap =—+ cuando 2=L. 
843. Ua= + cuando 2=5; Y min =0 Cuando 2=1. 844. Y yn =1 cuando 


x=0, 845, Uni ==2 cuando z=—1., 846. yp¡=0 cuando z=0; 


4 
Ursib =-7 “uando 2=2, 847. Yy¿=* cuando z=1, 848. No hay extremo. 





849. El valor mínimo es m=-—- cuando 2=—4; el valor máximo 
M=5 cuando z=1. 850. m=0 cuando z=0 y z=10; M=5 cuando 


7=5. 851. mi cuando 2=(2 41) Fi M=1 cuando E (*=0, +1, 
+2,...). 852. m=0 cuando z=1; M=x cuando 2=—1. 853, m=-—1 
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cuando 2=—1; M=27 cuando 2=3. 854. a) m=—6 cuando z=1; M= 26 
b) m=-—1579 cuando 2=—10; M=3745 cuando 2 
856. p=—2, q=4. 861. Cada mno de los sumandos debe ser igual a $ 





862. El rectángulo debe ser un cuadrado cuyo lado es igual a + 863. Isós- 


coles, 864. El lado de la superficie, que está junto a la pared, debo ser 
dos veces mayor que el otro lado. 865. El lado del cuadrado que se recorta 


dobe ser iguul az. 866. La ultura debe ser dos veces menor que el lado 
de la base. 867. Aquél, cuya altura es igual al diámetro de Ja base, 


868. La altura del cilindro, Y el radio de su baso, R V E. donde R 
os el radio de la esfera dada. 869. La altura del cilindro es R Y/2, donde R 
es el radio do la esfera dada. 870. La altura del cono es < 1, donde R es el 


radio de la esfera dada. 871. La altura del cono es he, donde R es el radio" 


de la osfora dada. 872, El radio do la base dol cono es yr, donde r es el 


radio de la base del cilindro dado. 873. Aquél, cuya altura es dos, veces 
mayor que el diámetro de la esfera. 874. p===", es decir, la sección del 
canalón tiene forma do semicircunforencia. 875. El ángulo central del sec- 


tor os 2x Vi . 876. La altura de la parte cilíndrica debo sor igual 


a Lil lr decir, el recipiente debc tener forma do semiesfera. 877. h= 
2 
=(14_497, 878. L4L=4. 879. Los lados del rectángulo son a“Y/A 
2%  2Yo 


A donde a y b son los correspondientes somiejos de la elipso. 
'80. Las coordenadas de los vértices del rectángulo, situádos on la purá- 


wi 1 
bola (Ary E. ssl. (+33 2). 882. Bl ángulo os igual 








e 1 de Y. 
a la mayor de las magnitudes arccos > y arctg —. 883, 4M=a 52 + 
E a Vr+Ya 
d d E 
88%. —_. 885, a) 2=y= by a=; y=d vi. 886. 2= 
TE y pa UA 3 


O Pay =V 200. 887. Vin. Indicación. Cuando el choque 


do las idos esferas os completamente elástico, la velocidad que adquiere la 
bola inmóvil, de masa m,, después de producirse el choque con la de 


. a 2, 
masa ma, que se movía con velocidad v, será igual a ESTO 888. n= 
1 2 





(si este número no os entero o no es divisor dol número N, se 
toma el númoro entero más próximo al valor obtenido, que sea divisor 
do N). Como la resistencia interna de la batoría es igual a __ , el sentido 
físico de la solución oncontrada es: que la rosistencia interna do la bate- 
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ría deberá ser lo más próxima posible a la resistencia exterior, 889, y= 
==y h. 89, (—co, 2), cóncava hacia abajo; (2, co), cóncava hacia arriba; 


M (2; 12) punto de inflexión. 892. (—co, co), cóncava hacia arriba. 
893. (—oc, —3), cóncava hacia abajo; (—3, 00), cóncava hacia arriba; no 
hay puntos de “inflexión. 894. (—co, —6) y (0, 6), concavidados hacia 
arríba; (6, 0) y (6, c0), concavidades hacia abajo; son puntos de infle- 
xión: 4 (e; — , 0(0; 0) Mz (6: 3) 89%. (—co, —V3) y 
(0, /3), concavidades hacia arriba; (—Y/3, 0) y (1/3, 00), concavidades 
hacia abajo; son puntos de inflexión: M;,2(=+ Y3; 0) y 0(0; 0). 
8%. ((r+1), (4t+3) $)» concavidad hacia arriba, ((4t-+3) $- , 


(4t+5) +) , concavidad hacia abajo (+=0, +4, +2, ...); puntos de infle- 





,xión: — (6441) + o). 897, (2kx, (2k-+1) 1), concavidad hacia arriba; 
«(2% -—1) nm, 2%n), concavidad hacia abajo (k=0, +4, +2, ...); las abs- 
cisas de los puntos do inflexión son z=/lm. 898, ( li ya concavidad 


hacia abajo; (F o ) , concavidad hacia arriba; M (5 5) » 
E 








punto de inflexión. 899. (—co, 0), concavidad hacia arriba; £ 00), conca- 
vidad hacia abajo; O (0, 0), punto de inflexión, 900. (—co, —3) y (—1,00), 
concavidad bacia arriba; (—3, —4) concavidad hacia abajo; puntos de inflo- 


xión son M4, (—3; 0) y Mo: 2. 901. 2=2 y=0. 902 2=1, 


2=3, y=0. 903, z=>2+2 y=1. 904. y=z. 95. y=—z (izquierda), y=x 
(dorecha). 906. y =—1 (tzquierda), y=1 (derecha). 907. 2= +1, y =—z (Í2- 
queda. y=z (derecha). 908, y=-— 2 (izquierda), y=2x—-2 (derecha), 909. y=2. 

10.=0, y=1 (izquierda), (derecha). 911. =0, y=1. 912. y=0. 913, x= 
=—1.914. y =x—n (izquierda; y =x-+11 (derecha). 915. y=4. 916. Umáx=0 
cuando 2=0; y ypp =—4 cuando z=2; el punto de inflexión es Mm, (1, —2). 


917. Umi =1 cuando z=+V3; Yin =0 cuando z=0; el punto de infle- 








xión es Mas; 5 +. M8. Ypygx=4 cuando 2=—4; Ypgn=0 cuando 
z=1; ol punto de infloxión es M4, (0; 2). 919. y,ngz=8 cuando 2=—2; Yyygn == O 
cuando z=2; el panto de inflexión es M4 (0; 4). 920. J,ysn=—1 cuando z=0; 
los puntos de inflexión son My 2(=+Y3; 0) y Ma, «l 4; A 
92. Ygx=—2 cuando 2=0; Yyy5n =2 cuando 2=2; las asíntotas son z=1, 


y==x=—1. 922. Los puntos de inflexión son M,.2(+1,=32); la asíntota es 
z=0. 928, Ymgy=—4 cuando 2=—1; Y =4 cuando ==1; la asíntota 


es 2=0, 924. y, =3 cuando 2=1; el punto do inflexión es M(-P"2; 0); 





la asíntota es 2=0. 92%. Ypgx=-y cuando ==0; los puntos de inflexión 


son Mr (et +) la asíatotaes y=0. 926. y gy=—2 cuando z=0; las 
asíntotas son z2=>2 e y=0. 927. Yyp=-—1 cuando 2=—2; pg =1 
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cuando z=2; los puntos de inflexión son 0 (0; 0) y Mi, 2 (+ 2V3; + Y3) ; 
la asíntota es y=0. 928. Y;nax=1 cuando z=4; el punto de inilexión es 
M (5, 3): las asíntotas son z=2 e y=0. 929. El punto de inflexión es 


0 (0; 0); las asíntotas 7==+2 € y=0. 930. mo=-> cuando a=É, las 
asíntotas son 2=0, ==4e y=0. 931. Ymáx = 4 cuando 2=—1; Ynpn=4 


cuando z=1; las asíntotas son =0 e y=3z. 932. 4(0; 2) y B(4 2) son 
los puntos oxtremos; Ymáx =2 V2 cuando z=2. 983, A(—8; —4) y B(8; 4) 
son los puntos de los extremos. El punto de inflexión es O(0; 0). 934. El 
punto del extremo es A(—3; 0); Yin =—2 cuando 2=-—2. 935, Los pun- 


tos de los extremos son 4(—V3; 0), 0(0: 0) y B(V3; 0); Umix= V2 
cuando 2=—4; el punto de inflexión es M (va +2 V3, 


Y 142). 036. Unar=1 cuando ==0; los puntos de inflexión 
Y3 máx 


son My, 2 (+1; 0). 937. Los puntos de inflexión son M4 (0; 1) y Ma(t; 0); 
la asíntota es y=—2. 938. Ynar=0 cuando 2=—1; Yin = 1 'cuando 
2=0). 939. Yyngx =2 cuando z =0; los puntos de inflexión son Mi, 9 (E 4; v2; 
la asíntota es y=0. 940. Yin = 4 cuando 2=-—4; Yngr =4 cuundo =4 
el punto de inflexión es O (0; 0); la asíntota es y=0. 91, Ytn=V 4 cuando 
2=2 Yan =W A cuando 2=4; Ymgx=2 cuando z=3. 942. Y psp =2 cuando 
2=0; las asíntotas son x=>+2. 943. Las asíntotas son 2=>=2 e y=0, 
944. to cuando 2=V3; Ymix = -+% cuando 2= —Y/3; los 
puntos de inflexión son My ( —3; -2) , 0(0; 0) y Ma (5: 3) ; las asín- 











totas, 2=+4. 945. lai=>3 cuando 2=68; ol punto de inflexión os 
12 


Fa) ; la asíntota es z=2. 946, vna" cuando z=1: el punto 


de ínfloxión es M1 (2; 3) ; la asíntota, y=0. 947. Los puntos do inflexión 


a (12; 


10a 
3 





son M, (3; ) y Ma (a, ESE la asíntota os y=0. M8. Ying ="* 


cuando 2=4; los puntos de inflexión son My, (pena, 0/2); la asin 
tota, y=0. 949. Ya =2 cuando z=0; los puntos de inflexión son 
Mus (+ 13). 950. Umgx=1 cuando z=51; Ymin=0 cuando z=0. 


95. Ymax =0,74 cuando 2=e22 7,39; el punto de inflexión os M(%a 
02 
e 





= 14,29; 0,70); las asíntotas, z=0 e y=0. 952. Ymm= cuando 2= 
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2 
Ya 25) + 953. gin =0 cuando 


“A 2 
2 =e; el punto de inflexión es M (a; 5) ; la asíntota es z==1; y —>0 cuando 


a s 
=>777; el punto de inflexión es M ( 
Ve dl 


20. 9%. Yygo= 7 0,54 cuando =-L— 10,86: Y, =0 cuando 


z=0: ol punto de inflexión es M (¿1 008: L 20,37) ; y>0 


cuando 2 ->- —1-+-0 (punto límite extremo). 955. Y pp =1 cuando 2=>+ 2; 
los puntos do inflexión son M,,2(+ 1,89; 1,33); las asíntotas, 2==+ 1. 
956. La asíntota es xy =0. 957, Las asíntotas son y=0 (cuando x—>-+ 00) 


e y=—z (cuando z—-—0oo). 958. Las asíntotas son e =0 e 
y=0; la función no está detorminada on ol segmento [ +0]. 
959 Es una función periódica de período 21. Ymp=—V2 cuando 
a=>0+2ka: Umáx = V2 cuando =2+2kn (k=0, +1, +2,...); los 
puntos de inflexión son Ma (ha+ ia; 0). 960. Es una función poriódica 
de período 2%. Ymyp=—FV3 cuando 23 042 Y = 3 V3 
cuando +2 (=O, +4, +2, ...J: los puntos de inflexión son 
My(km; 0) y Na (urecos (—F) +24a; ¿5 VT). 961. Es una función 


periódica de período 2x1. En el segmento [—x, 1] Umáx = as cuando 2=+ 2H; 


Y min —2 cuando 2==k 1; Yypp=0 cuando ==0; los puntos de infloxión 
son M4, 2 (+ 0,57; 0,13) y Mg, ¿(+2,20; —0,95). 962. Es una función perió- 
dica impar de período 2%. En el segmento [0, 27): Y yy gx =1 cuando 2=0; Yyngn = 





=(,71 cuando 2= z; Ymáx=1 cuando 2=3; Vinsn=—1 Cuando z=nm; 
5 

Ymáx = —0,71 cuando n= 0 Ymin=—1 cuando => Mi Yaóx =1 cuando 

los puntos de inflexión son M,(0,36; 0,86); M2(1,21; 0,86); 

M3 (2,36; 0), M, (3,51, —0,86), My (4, 35; —0,86) y My(5,50; 0). 963. Es una 


función periódica de período 2. 





2 El a 
Data = cuando z= 7% + 2en; 
las asínto- 


Yimáx 2 








cuando 2= —n+2kn (k=0, +1, +2.. 
tas son 22 4+1m. 964. Es una función periódica de período nm; los pun- 
tos de inflexión son Mp ( tha 12) (=0, +1, +2 -...); las asín- 


3 A a 5 
totas son 2=- 0+hn. 965. Es una función periódica par do período 2m 
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4 
En el segmento [0, 1): Y max =773 Cuando z=arccos as Y máx =0 cuando 











3V3 
6 4 «MEN 0 a 
r= Von —3 E cuando  z=arccos =57)' Umin = cuando 
ee ee 0. Y, 
z=0; los puntos de San son My E o) ; Ma (arosen 3 > ) 
5 E 
y My (si—arosen Y2, OA 966, Es una función periódica par de 
período 21. En ot sogmento [0, 3]: Yyy¿=1 cuando 2=0 Vat 8 
1 2 ' 
cuando z=arccos [| —2); =—-— cuando xs=arccos > 
4 ( Ya) te=—57% ji g 
UmÚ==1 cuando x="; los puntos de inflexión son a ) My 
B, 4 13 e EAT 
(arcoos 6 y 5) y Mz (arecos (- 8): > :) 


967. Es una función impar. Los puntos de inflexión son My (km: ka) 
(k=0, +1, +:2,...). 968. Es una función par. Los puntos de los extremos 
son Ay, 9 (+ 2,83; —1,57); Ynax 1,57 cuando z==0 (punto de retroceso); los 
pustes do inflexión son My, 9 (+1,54; —0,34). 969. Es una función impar. 
ju campo de existencia es —1<x2<1. El punto de inflexión O(0, 0); la 


asíntota z==21. 970. Es una función impar. Uns = 142 cuando 
O O anta los puntos de in- 





flexión son Mp (kx, 2kn); las asíntotas z= E a (40, dl, ie 


971. Es una función par; Yyp=0 cuando z=0; las asíritotas son y= 
n 
a 
cuando «=0 (punto anguloso); la asíntota es y=1. 973, Van =1+Z cuando 





=—Fo—1 (cuando z->—c0) e y=-Pr-4 (cuando +00). 972, Yynjp =0 


a=1; n= cuando z=—4; el punto de inflexión (centro de 


simetría) es (0, 1); las asíntotas, y==-+21 (izquierda) o y=x (dorecha). 
974. Es una función impar. Ypyy =1,285 cuando 2=1; Yyygx =1,856 cuando 


A 4 e í ta 
2=-—1; el punto de inflexión os M (o, 3): las asíntotas, y= 5 +a 
z 
z 
Yin 


(cuando 2=>—00) 0 y= 
e y==—In2. 976, 


(ouando > -+00). 975. Las asíntotas son 2=0 
=1,32 cuando z=1; la asíntota es 2=0. 


977. Es una función periódica do período 2x1. Un==> cuando 2= 






142 Umáx=* Cuando ¿=F+2ka(:=0, A 


tos de inflexión son 
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Vit 
y Na (arosen +(k+1)m e 2 ). 978. Los puntos de los 


extremos son A (0; 2 y B (1; 4,81). El punto de inflexión es M (0, 28; 1,74). 
979. El punto de inflexión es M(0,5; 1,59); las asíntotas, y =0,21 (cuando 
r>-—00) e y=4,81 (cuando z—- +00). 980, El campo de determinación 
de la función es ol conjunto de los intervalos (2kx, 2kx +41), donde l=0, 
+4, +2,... La función es periódica de poríodo 21: Y =0 cuando 








a= E +2km(k=0, +1, +2 ...); las asíntotas son z=4m. 981. El campo 
do determinación es ol conjunto de los intervalos 2k— S n 
pa 


(26+=5) 3). dondo k es un múmero entero. La función es periódica 
do período 2x1. Los puntos de inflexión son M4 (2£a; 0) (£=0, +1, +2, ...); las 
agíntolas, 2=E F+2hn. 982. El campo de determinación es x>0; la 
función es monótona creciente; la asíntota es z=0. 983. El campo de deter- 
minación es [2—2ka |< F(k=0, +1, +2, ...). La función es periódica 
de poríodoj2%; Ymin=1 cuando z=2kx (k=0, +4, +2,...); las asíntotas 
son =p 984, La asíntota es y =1,57; >—+ cuaudo z—>—0 
(punto límite dol extremo). 985. Los puntos de los eromes son 41,2X 


- 
X (2 1,4; 1,57); Y =0 cuando z=0. 986. Yam= (5) =0,69 cuando 


¿=L0037; y—>—1 cuando z-—>-+0. 987. El punto límite del oxtremo 
1 

es A(+0, 0); Ympx=e 1,44 cuando z—=e=2,72 la asíntota es y=1; 

los puntos de inflexión, M4(0,58; 0,42) y Ma(4,35; 1,40). 988, Zn ==—1 

cuando t=1 (y=3); Ymin=—1 cuando ¿=—1(x=3). 989, Para obtener la 

gráfica basta con variar £ ontre los límites de 0 a 2m; %,n=—4 cuando 

ta=a (y=0); Eng =4 cuando ¿=0 (y=0) Ymin==4 (punto de rotroceso) 


cuando +0): Umex="F2 (punto do rotroceso) cuando 1=Fx 
A an da 5 Ta 

Xx (z=0); los puntos de inflexión cuando £ = ma e A son 

(-= ta y==33)- 900. Tp == onando ¿=—A(y=—e): 


Y 


1 cuando t=1 (+=e); los puntos de inflexión son ( E 
e 





Ymóx 4 
-V2") cuando 1=V3y (VER YE) cuando 1=V2 las 
¿Y? 


asíntotas, 2=0 e y=0. 9. Ip gn=1 € Ympn=1 cuando £=0 (punto de re- 
troceso); la asíntota es y=2z cuando t—>-+00. 992 Ymin=0 cuando ¿=0, 
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993. ds == da; cosa = 









































2 
so E es D2 donde c=Y/ PH, 995, de= 
Va=az Vian 
VR yidx, cosa= y sen . 996. ds=3/ 2 q 
Vp= V 5 Y Fe 
$ sas —1) Z. 9. de =chÍ da; COS A == ; 
a a 
AS 
sna=thh. 998. dz=2a son y dt; cos U= sen; son =005 =7-. 999, ds= 
=3asentcostdt; cosa=-—cost; sena =sent. 1000. ds «VIFE dp; 
a E 
cos Pp = 5: 1001. de == VIFP dp: cos P= —— ===. 1002. ds= 
B +p dp P VR 5 
S 43 ias 1003. de=acos Fdo; senf=cos 7. 1004, ds 
cost 
2 2 
=" Vilna; sonp= 1. 1005. de= dq; sen P = cos 2. 
r VIF (na)? dp, B Vin ls Pp: B 2. 
1 
1006. K=36. 1007. K==—. 1008. Ka= K => 1009. K= 
3Y A Ai B 


6 3 5 9 
=——_—. 1010, K= = bos vértices. 1011. (7; 3 5-3). 
TERA A ( y (5 ) 
1n2.  y2 (14979 V2 (b323-4- ary2)" 
1012. A . 1013. R A —— > 


1015. R= a 1016. A-| 0senze|. 1017, R=|at[. 1018. R= 








. 1014. R= 








=]r VIFF]|. 1019. a=|$acos $). 1020. Raiy=1p]. 102. (2 2). 
2 

1023. (Gs 50). 1024. a+ (u—-<) ad 1025. trae 

a 


+(y—3)=8. 1026. me 7 APP (parábola semicúbica). 1027. (aX) 
2 A 
+(0Y)=c%, donde c?=a2—b2, 


Capítulo ly 


En las soluciones de este apartado, para simplificar, se omite la cons- 
tante os adicional €. 


1091. J0227. 1032, 2294422432. 1039, EA, 1034. ata 


n-i 


1037. nz. 1038, “x= 


Ba yy 





Abt ] Soluciones 





20mY/Z damn yz, 2 Y/z 





sE 
—6yz. 1041. TFR + E 1042, 2a Y/az—401+ 
== 6 229 1 z 1 VO 
4x —224+Ññ. 1043. —= —. 104. —=In 
LA VE ea in 








1045. In(1+ YT F2). 1046. aresen 7 E 1047. aresen In (2+ VD 
1048*. a) tgrz—z. Indicación. Poner tg2x=sectx— 1; b) z—thz. 

















Indicación. Poner th?x=1— Ez 1049. a) —ctgx—x; b) z—oth z. 
(9 c 27 adode 

1050. m3FT 1051. «ln parra E Resolución E di = 
días) _ 





z =—a ina l40 m0 mo tn, 1052. 2+In|22441. 
Resolución. Dividiendo el numerador por el denominador obtenemos 
it == De donde 28 004 








2043 e 
aero a e 
De 3 z 
+/ A a m2 41. 1050, pH aa: 1054, E 
— Fe ll a+ be |. 1055, Lp por Bl. 1056. P4+2421m|241 


1057. +24 Ia 3l, 1058, O arrolla 1059. atu 






































+20b ln | 2 La 1060. Infant bete Indicación. 
ade 0 (e, de de ==; 
Vaz a li ed 
de 2de 
1062. —7 VÍG=TSp. 1068. YZ FA Resolución. ¡ 
Aa) + Int 
A 
1 17-22 1 
1060. 10 22 ? Vajt42 V0-> 
malaria PvP yaa" a 2 Va=ó|' 
1068. 2 Vb 1069. ri 1070. 2— 
Fla (2944) 4aretg 1071. 7 im (2 YAz4 Y TES, 
L 5 1 
1072. Ezoucsn (2 y 7) 1073. 1013082155 g la V3F vil 
5 3 
rot, 22-24 im(52247). 105. L yz pi 
q (V +=) 5 m6r+n VETA 
+ VE da (2 Y54+ V32F1). 1076, Y 2744310124 V24.1 


1077. + Inf=2—5). 1078. + In (22243). 1079. Z ln (040941 arctg É. 
E 3 A 
1080. 5areson 7 . 1081. Larctg 29. 1082, ¿JnJa34+ Y 91), 1083. Y Taren eS 
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ey 
arctg E PA 2 
1084, as 1085, $ la (1422) VERE. 1086. 2 V In G+y1F2). 
2% 


am A ms a 
1087. — E ent, 1088. —g yy 2%, 1089, el-pert. 1090, € 


Ea 
a. 
—3* . 1091. Y 


at bx 


1 
ne—1nb 1 0% añ 








Ina 


3 
2 (13% 
) 2. 1092. (30 e 
1 




















1 Ls E do 
1098. — pr] 0% pr 05 00 Ll > 
x 4 
1097, InjeX-1(. 1098. E V19. 1099. Es 447. 1100, 
1 , Eo 4 2 
7 310 (2% 4-3). Indicación. n=3( MEN 
1401, LL arotg (2%) ia, La dE 1103. aresenel. 
* Tna y á 2b A—eox | A y 
1 % 1 
1104. ¿005 (a+b2). 1105. “YV2son VE" 1106. 2—-y,cos20z, 
1107. 2son Y/Z. 1108. —In10-cos (ly 2). 1109, GA. Indicación. 


send Indicación. Véase la 





Poner son? x= (1—cos 22). 1110, ++ 
indicación al probloma 1109. — 1111. a, a112, —4B0z_ 
s(F+3)|. 15, 1046 


1 1 1 > 
116. ¿tg (2%), 1117. ¿cos (1—a?). 1118, 2—q08 2 V3— y2 10 177 


ae 


1113. aln | tg al - 1244, Lo 





1122.51n 





son] Ñ 





1119. —In|cosz]. 1120, In]senz!. 1421. (a—9)ln| son 5, 


1123, —21n|cos YE]. 1124. ¿1m]s0n (22+1)1. 1125, In | tg 7]. 1126, ¿sono 





sent 6z 1 1 
mer. 2 — e 2 — (80083). 
1130. FP Visdz. 143. VFM Ln. 
5 

ps 30? z 1 

ek 3 e — o. pa 
1133. 3 VES. 1134. q 1435, (orto) 
1130, 2 (1m| 9 E )- 1137. E In|0—acig3z]. 1438, Feb Sr— 








¿mor 1130. e lee: 1440. In 1141. 2arotgez. 





1142 Inftha]. 1143, Inchz, 1144. Inishzj. 1145, —» VE23, 
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Atala 1 EA 48. —L ¿a 
1166, la jota, az e. 
Lin(eV34 VZFER. 1150. +- 


1449. V Faroe (= V3 E 


2 
+2 In |2+14. 1151. —. 1152, In|z+cosz]. 














1 
1453. $ (101 500324930142 ) 15%. + 1455, niga 


1 asen 


+V4r—21. 1156, Viarcrg ( VD pry > 457. 37 > 
1158. YE. 


senda 


1159, < arcson (2). 1160. Ligar. 1461, ple 





p 

ty 3 rata ar 

162. arcsonó2. 1168 alli (ZA) | 00 IE 
2142 

In: E Dl: 


1165. —21n |cos V23=11. 1105. 1m| 19 |. 1467, ¿MES 






+Harctg z. 1168. —In[senz-+c0s 27]. 1169, 


























Vico q. MM. 24 5 4. 1171. Injz|+2arctg o. 
z 
1472, ¿5002 s178, Ss scccon EY 4 y GR 7. 47%, ¿In (140%). 
E a—b A _— 4 

o V=. 1176, ln (+ Y 3523). 4477. L inf tg az. 
y? 
T 2at 1, 124+Inz (arocos +) 

178. — ¿[cos MEA 1179, In [E Pol. 180, — 22. 
1181, 070%, 4182, Laroson 7). 1183. —2otg2s. 1184, CLCBenz? 
—= _—— 5-/-sen 2 
—YI=2. 1485. 1n (sec TF. 1186, —£ 10] Vé+sonza 
Ve (aye Vta) 7% VS senza 








de 


)- AO Ma” Vairo 


1gz 
1187. Goo 
mm (a 
dz 


y2 
Ar 188. LV TMEFVIFDP. 489. sh(9+3). 


1190. es 1491. a) Lzarocos LE cuando 2 >VZ. b) —In(1+e"=); 
O G62—2% 0) HVEFIZ2V2FL 0) In(senz4 VTFs0rz) 
1192. ESA 1193. (Ea 210114+V31) A 


AS 2arctg VF=1. 1196. ln 2—In210/ln +2102]. 
V 2141 





1194, ln 
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1197. Maa, 1198. Fe VFFL 1499. E (cost 25) V¿05z, 


1200. 1n . Indicación. Ponera=L. 201. VITA 





z 

1+ V2241 
2 y 

+garcsen a. 1202. 2 V2Z AL YIZA. 1203. YH =2B—anrocosÍ 


1206. arocos L, si 2>0, y arccos (4), si 2<0%. Indicación. 


1 FT. 14 V 271 Via 
Poner 2==. 1205, VA 2], 120. —A 


Obsorvación. En lugar de la sustitución trigonométrica se puedo 
utilizar la sustitución 2h. 1207. + Vi== ++ ALCSOn 2. 


a 2 
1208. 2arosen Y. 1210. $ Vaza¿ Ho ]04+ Y 2283), 1211. 222. 


1212. carotga—=p ln (1422). 1213. z aroson a+ Y T=2E 1244, son 220098. 





asendx , cos3x +1 «ln241 
1215. 3 er 1216. — 27. — 


» 
1218. (06242). Rosolución. En lugar do integrar repetida» 


mente por partes, se puedo omplear el siguiente procedimiento de coeficien- 
tes indetorminados 


$ 200% dz =(Az2 + Bz4-C) 03% 
o, después de derivar, 
205 (422 4 Ba+C) 300% + (2Az 4 B) 9%, 


Simplificando por e3* o igualando entre sí los coeficientes que figuran con 
las mismas potencias de x, obtenemos: 


1=34; 0=3B4-24; 0=3C+B, 


de dondo A=F; B= + C=£,. En la forma general $ Pala) 00% de ma 

=0Qn (2) e%%, donde Pn (z) es el polinomio dado de grado » y Qn(z) un 

polinomio de grado n con los coeficientes indeterminados. 1219. —e=* (224-5). 
ES 


Indicación. Véase el probloma 1248*. 1220. —3e (234 91%4+54x 4162). 


Indicación. Véase cl problema 4248*, 1281 —E%0E%e,Sentz. 


1922. AO o 20 2 cos 20 Indicación. También so reco. 


mienda utilizar el método de los coeficientes indoterminados en la forma 


$ Pn (2) cos Pa dz =0Qn (2) cos Px-+- Ry (2) sen Pa, 





*) En lo sucosivo, en casos análogos, se indicará a vecos una respuesta 
qu corresponda solamente a una parte cualquiera del campo de existencia 
le la función subintegral. 
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dondo P, (z) es el polinomio dado de grado nr y Q (2) y Ra E son unos 
polinomios de grado n con coeficientes indeterminados (véase el problema 








a 3 n e 

ye Eni—LÚ. 12%. 2122 SA 
12489), 1223, nz. 1224 xa 2—22 Im2+2%. 4225. a 
125, 2Yzins4Yz. 1227. EL argo. 1228, Darosona— 
—Larosona4 E YT 1229, slo l24+ 12) Y 17 
1230. —=ctg zp In] sen 2]. 1294. + dot xr. 1292. e(son 20085) 
me 3% (sen + cos x ln 3) ú e% (a sen bz — b00s be) 
1233. ICE E 1234. E Ln 
E a Vi im 
1235. 7 [sen (In 2) —cos (ln 2)]. 1236. —G— (2244). 1237. 20" *(Y2=1). 

y DD a2—i i—z 
3 PA a 2 rs | 
1238. ( qa +32) A, a El E 
io, MEE 21022 1241, fin(lna)—4] nz. 1242, Forotg ds — 


+ In(9234+4). 1243, E (arctg 2)2—2 arotg z ++ In (4422). 














1244. z (arcson 2)2-4+2 Y/T=2 arcson z—2z, 1245. A 
Ha 1240. —2.VT=3 aroson V342 Vaz. 1207, 214%, 
1n | cos 2x | 23 ex (cos2x—2sen 21 z 
+ ar e El - a 1210. F+ 

zcos (2 Inx)+22sen(2lm2) 4. z 
o =p ez. ea 
4 zdz 
ción, Poniendo u=x y de pa: Obtenamos du==dz y 0=-5 7777) 
De dondo $ A A A 
(AED AA 2 (2241) 2 (2241) 


1 1 E Ed d S 
+3 arctgz+C, 1251. 73 (Hor 245) - ini Em- 
plécso la identidad 1-7 [(2+00)—28. 1252, 4 Y 224 arson E. 


Y 
y AÑ —ad: 
y v=x; tenemos $ Vi=ad=1 y ¡—a— $ Va" Yiza— 
¡ 2 


Vaza-| yaa Saz 
consiguiente, A Vi=2Ad=x Y —224 02 aresen z. 1253. 5 Vira+ 






Rosolución. Ponemos u=Y2%—al y dv=dx; de donde du=-— = 








Por 





+4 0/24 VA ral. Indicación. Véase el problema 1252. 


1254, Vi=A+2 arcsen 3. Indicación. Véase el problema 1252*. 
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z des Bt soso A 

a ¿1 EGNACA 1258. 5X 
xIn (2 rue 7 - 1259. ¿in (22—47+5)-+4 arctg (22). 
2243 
vi 
+8 arctg (2—3). 1262. 1 arcsen a 
1264, Inlz+24+V233FpzP9|+ 1265. 3VE=44F5. 

2 
1266. —2 YT=2=HA9arosen El 


V5 
ta" pl: 1 








zEs io 
5 po 














1260, 23 51 (0243244) quo - 1261. 2-43 In (2262 4-10) + 





1263,  arcsen (224). 





20. Lys FI 








268. ln — 
+ V 

1269. —areson EE 1270. aros 578 Vi (> V2). 1271. —oroson + 

mit VEF22F45+21n Misas AM 1273. 


+ aresen us: 1274. Ea Y2aZi=A ++ arosen za, 











1 ¡a 
1276.  ——z arg ——_—+ 
vt Y 
+VTFSFH 5). 1278. — —In|cosa +2 + Vcotz + 4cosz +11 
1270. —yT=4nz=T672—2arcson2HI22. 4280. AL 





sm. (rr 








(a 4D). 


V5 


. (21) (243) 
1281. 2+3Inf2-3/—3Inf2—2J. 1282 in EA 


(04) z 
O | 1284. 524-In 


z y: 1 zlo 
+In Ha) 1280 7=+ 35m] eme 
y 


9 1 8 27 30 1-5 
eee Ti 26+D" 4200: 1945) 469 +75 tn | 











1290. 








1291. =+!n 





| 1292, ++ lo 





1 z 

TAR Var 
1 1 1 4 

—zarga. 129, EA AAA 

(42, 4 2a—1 4 


% — + 1295. 725 X 
Papi? Vi" 42 





+Gorte(a+2). 129. Lin 


291016 
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xi E apa YA 


Vin 
2-1 


z va 1 aett 
% 1296 ¿nh 


arg z 221 
mo ar a+ el apra 


+Harctg (+1). 1299, mesas E arctg a 
3247 


—FMntet4241). 1300. qt T In (2—42+5)+2% arctg (22). 


—a+z +E leia! Hnter +1) + aretgo. 


EFOAF 
z—i 1525 4 4073 + 337 
y arg r— | Al o aa 
tt 3 


+ arotgz 1304, a HA AM + y art (a — 1). 


artg y 


1297. 








1301. 





1302. 





z 
(AD) 


1305. qe In |73-45/—1n] 2941 |). 1306. Sm 041] im [at 4]— 
1 El 


25 


2241 Y5 
204444 Y5 


1 PA] 1 
1508- 5 E | 331) 
—Pinjet4Al Indicación. Ponor A=(27+1)—21. 1341. In] [Lx 


xl pp 1312. <p arotg (21) —Larotg 2H. 
4 


1 1 4 
DEN 16-05 7-1" 94. ¿A q 


—orclgz. 1915. 2/31 (EEE ] 1316, en x 
xy GF Y GEF). 1317. 2arotg VaPT: es 6yi+ 
43 y 342/3610 (1412). 1910.  /2-£ YB lyare Vi 








| 1307. ta A 





(2 ln 





1309, + | 





|. 1310. Ine] 





1313. 























q PES e e ST 2 
—3Yzeyz—3m)1+Y2|4+6arctg$/Z. 1320, In Wa ES 
2424 Yxp1 
2 2V2Fi+1 - % z 
== arotg —A 1321. 2/22 Y 2 arctg Vi 
1322. —2arctg VÍTZ. 1323. VA 4 0 24 31 l 
14, 4d 2241 2 y E 
ea. le +3 are SA 





1325. A, 1300, 20 y 3 F 1 Mm (20142 VB=3F0). 
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o  —— 





1327. YA 1328. ($ aL as) YTFA— 


(04 VIE. 1329, (25+6=) ya=i— Larson 2. 
1330. que 1 V3F2z yacen st" 1331. R+ln[z|+ 4 


pon oa (1-5+2). dodonde R=YW2=7FT 1932, 2 En 


at 1 4 (Qr2-1) YTER 
1333. E arotg AF a. AE, 
v3 2H 
Y3 


w| 





¿—1)2 
1995, LLP. 4 — arctg 


10 "BF Ft 


1 4432 VO 1838, — sona— 
1338, —+— 2. 1837. NOS d 

E Saja ETE 
- sen zx. 1339. —00sz + Jus 2—L cost z 1340. 


senó 4 a 4 z sen? z 1 
4 $ —. y = E 
E 1341. q 08 3 eosó => 1342, y PTA 
3 sende , senás 2 sonán- 
AA SA 
y 
1345, E RA, 4 son 63-+-L son 129 


— sent, 1347. —otga ME. 1348. erro e 


14% 
cdgx  ctgie 5 t 1 
1360, ELL. 1950, cl Pila 135. Figta+ 





donde 2=y Tab. 


sen e 





—2In/sonz|. 1343. 








1 


3 72 
+31m1t 2-3 Tr 1353. Lx 





1352, +2In [uz tg 
cost 5 a 





E z,n —cos x= 3c0s x 
x[m)w|+10]10 (5+5)]] - 135. A 
3 e sen 4x 3 sen 4 3 
+10]10 | Bit +321m| ig (2+2)1- 


A 
1356. 5 tgóz z. 1357. az 





In]scnzl. 188. —Lhaga+ 
Hotga-pz. sr. ez +19 L 3454310 |c0s 5 | 42. 
. . 
1360. 2 mn ¿satis EZ, ty ny Tos — 
Av GE 1368. 2 V1EZ. 1004, 29 2 VERA 
q E 2V2 yal 
e E atotg EVE, donde 2=YTEz. 1365. es nz. 

















+ 





29% 
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sen 257 sen 5z 3 5z e 3 
1306, EZ 37. sen des y 1308. y X 
21 ames y 2003 pene. qu Cue oy 
X 008 7 —y COS 2. 1369, dr” 4 . 1370. A 
a, + ps de o 1372. Ñ cos Ga. A cos ám 2 cos 20. 
2 
24 tg 3 
4 7 z 2 
sm. qu +5)l- 1375, gh. 
uz 


1378. arctg (1-5) % 





Solución. Ponemos 3senz-+p+ 
32005 x = «a (2sen z-+-3 cos 2) +$ (2sen z4-3 cos z)', De donde 24 —3P=3, 
3a+2$=2 y, por consiguiente, as B= — Tenomos 





2 
A 


3son e 20087, Bf e-j AN (2senzx-+3 cos 2)” E Sa ¿ss 
2 sen 143 c0s z 2senz+3c03x 13 13 


xln|2s0nz=-+3c0s7|. 1380. —In|cosz—sonz/|. 1381. ora (82). 


Indicación. Dividir el numerador y el denominador por cos?z, 











1 Vitgr ñ E É 
retg (VÍ). Indicación. Véase ol problema 1381. 
Y8 arctg ( NE ) problema 
1 2igr+3— Mint «0 
1383. === In = Indicación. Véaso el problema 
VE "22434 V13 ? 
1381. 1384, Ein sh . Indicación. Vénse el problema 1381. 





y 1 'n V27-son 22 
e — 50 1386. In (14-son? z). 1387. == 7 
15 a A 
Ag FA 3-1 
1 $—sena 2 1 
1388. q a 1389. ya ete va Yate 77 23 


Indicación. Utilizar la identidad Fara” > 





4 us 
7: —1421n mE Indicación. Utilizar la 
g7+1)| 
identidad 150240052 139. BZ 





1 + son z—c0s 7 E ra 3 
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= 2z sh 4x shiz z sh4x 
1902. Ey ys 
1395. ln AER 1396. —2cth2z. 1397. a 
tl 
1508, omo PEZ 4800, arotg(tz)o 1400, =E* 
3thF+2 
sl 7% Ve VE arotg (e* va). 1401. A 


Indicación. Utilizar la identidad HEAT 


1402. MV 4 1H). 1403. a Y 3222242 arcson 2. 











ye 2 
1404. =p y 24 (04 V 223). 1405, 7 yr ln (2 
+VIFR). 1400, 1% Y AFI In (014 2252). 





1401. FT sonda 7|. 1408. 24yar Finl224 14 





+2 Val 10. 22 y 3 cal: 
1410. 3040 de40040h VERE + In (224142 V22 431). 
1441. 2 VE En y 


1 
2. . 1413. = arct, 
141: Y arctg VA ' 
1415. 








4 Y 2214 


1 TER4 Y e E 7 
ia Ear] 1415. E (a 209-p 52% 52+-=7)- 


1016, 2 $ (+ Fommte+ q costo yn 6). Mm — 





zx cos da 
mp 


desta xcosT_ senz Cid 
q y eciait 00: 1419, Er 





y (Pemintct 4son 4x4 cosá4z 
A TT E 


sen 2]. 142. + ope 11-45 In (e+2). 1422. 2—In(24+e+ 


1420. + [z (sen z + c0s2)— 








+2 VHFZFD. 1423. 4 [omtES ima atar). 1424. 2Intx 
x(+VIFA) 2 VEA Mn (2+VIFA) +25. 142. Ea) * 


e Y NI-B2AT3, 1426, s0= hs ossal? 


1 
1427. ha [orton] ¡la 


dei ¿Gets 
de E arctg 2) e E 7 a aaa E 2]. 1428. Ip = 





xarccos(5r—2) 





apar 
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cos x sen?-1 as Ps pode cosasenva _ 3semdr 
NA AA 58 4 rd 


Cos x sent x= 2 3 sen 
lg EZ dos «sen 277 cos z. 1429. TS ÓN 
n—2 . fo MZ 5d UN Ls sen = 2 
+ (4) li 
1430. Tn=—e%e% 4 nas lo= —e7% (2104-4029 + 10-028-+...+-10-9- 


..22+10-9...4). 163%. arctg Ae . 1432. In Y AFB 


+7 (+2+4) + A arctg (2044). 











7 
—4arotg(r—1). tas. L1E 





1 EZ PE 1 1 1 
1496. Lin VE 1435. am EE] CTA 0 Ax 
A ss 1 e 4 z 
ral +1) 1437. ala + ota +=) g 


1 2+1 1 22 1 2-1 
1438, k di E » 0 atar + 
2x—1 2 (34-22) 1 4 1 
0: PEEL, o a oe 
Ea, "V3 2380 1-2 Yz ! z 3ayz el 
1442, ln (a+ + VERA) . 1443. VE. 1444. 
2 
Vii=20p1 * 
1447. Im] 24 Y 3271 |— 

















z arctg 





3 
Va FA 
1446. —2(Y5=2—1)—41n (14 /5—z) 





1445. 












. 1449, 5 arcsen X 





VA 1: qa 


a+ ya 4—21—2 1 
— - 1450, ML, == * 
“2 Va z | 8 V3 


xaresen 2640). Indicación. mr il) 
152, ¿VEL m|24+ 2331. 1453. J¿(B1—1)x 
1 z 
XK —4114 — Sx—1). 1454. | ———= | 
Vx + 5g wosen ( ) 'n APPEAR | 
1455, Led d0 4D VAFERA Ey AP a 


z ya 1 VEA e 
24 224-2). 1456. . 1457. 3 Ln 4 
+ VA F2ZE)) al 
1458, — loli 14d Intro) anota LEE donde a 
Ñ e Vi 


EE 



































3z, sen2r , senár 
. ln (aa ). E 
1459, In (a + V1F2). 1460. E 
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aran 

1461. 1] tg 2 ¡opt otgta. 1462. a VEA, 
5 ore ral cos da 300852 

EA pa" 2a— ga A A A A A AA 

1483. yy (cost 26) costa. O ETA 


5 5 A 
10157). 165. EZ HB 1460, senda. 1467. (+ 











ari 
” 2,2 1 7 
4+2)-+210]008 (747) |- 1408. ela — 75 
e 4 y % 1 
10. 5 arctg ( 40) 1400. art (2tga+ 1). 171, y nl tar 





z 
+ 500 0] coso0 a. 1572. cla) LL arotg (=>). 
V3 v3 v2 vi 


A A 
1473, ln] tgo+p2+ VB FIA). 1474, 21m (son 024 Ya Esntaz): 


145. 248 3e+ 1 cos 321. 1476. eso 


1 3 ar 
OS es sam. Zn VIE nr 


E 1480, VFB arotg 7 (e+ VITA). 1481. Le son 





1 5 1 El 1 
pa qm: 1482, — TE 1483. In 14ctg x=] — otg z. 




















1484. ate 2 1485. —20h Yi=z. 1486. himen 2. 1487. —zotha+ 
jaa 1488. a 1680. L arotg 2 
1400. EAN 1401. ¡Ein E 402, Ae 
A e 10) ; 1493. ¿yapa EE 
1494. ln EE JotBr. 1495, Le (e aroson 11) 4 
1496, 7 (cos In =-+son ln 2). 1497. 5 (== cos 5o+ e sen 5 
+32 cos 50h cos 00 —<sen 52) 88, 4 [e-2 arcig (Qu + 3) + 
+3 la (25946245) ] . 1499. ES yi=ad4 (=-5) areson VZ. 





l . 


1500. 
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A a __ ---—_— A 


Capítulo Y 


10 
1501. b—«a. 1502. a E. 1503. 3. 1504. nt, 1505. 156. Indi- 


cación. Dividimos el segmento del ejo OX, desde z=1 hasta =5, on 
partes tales, que las abscisas de los puntos de división formen una pro- 





grosión goométrica: zy=1, 2=209, 2=294?, ..., 2p=20g". 1506. ln 2. 
Indicación. Véase el problema 1505. 1507. 1—cosz. Indicación. 
[cos $ — cosx 





Utilizar la fórmula sen asen 204... Psenna= 





250n 
4 dí Dag BA 

x(1+3)2]. 1508. 19 Lo L: 2 => 1509. Inz. 1510, 

par mar] E cos x 1 1 
—VIFA 1511. 2er, 1512. Yi Sr 1513. z= 
=ri(r=1,2,3, ...).1514. la 2. 1515, — 1516, e* —e7x*=2 9h z, 1517, son z. 

1 E 2 n—4 111 

1518. y. Resolución. La suma e (+ 
O) puede considerarse como suma integral para la función 


1 
1(e)=x en el sogmento [0, 1]. Por esto, lim s,= ) Hi 
Pr 





1 1 4 1 1 
Resolución. La suma E O Pr 








+ +...+12) 50 puodo considerar como suma integral para la 
a 
142 +2 
A y 
función (a= en el segmento [0,1], donde los puntos do división 
tienen la forma z, 14 (k=1, 2, n). Por esto, lim sn = e 
>. 5 5:23). ::0)e e Ho 1+z 
9 1 7 100 1 7 16 
=112. 1520, PT" 1521, 3: 1522. FB. 1523, 7 1524. 3 


2 Ce 9 1 
1525. 5. 152, y Ino. 1527. ln q .1528,35 15—921n3. 1529. arctg3— 
Les 1 ET e 1 0 ds 
—arctg 2marctg 77. 1590. In 1581. fe. 1592, de 1583. q. 1594. 


Z. 1505 1 n1+V5 2/4 2 
5 1535, 3 n2. 1536. PH > 1537. 7 - 1588. In2. 1539. 1—cost. 
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8 El El a í 1 
1540, 0. 15 GE IZ age 1543. shi=5 (e). 


1544. (3) —t0n2)=. 1545, —P+L sh2n. 1546. 2. 1547. Es divor- 


gonto. 1548. => si p<; es divergente, si p>1. 1549. Es divergente. 


1550. 3. 1551. Es divergente. 1552. 1. 1553, 27, si p >; es divergento, 


si p<1. 155. 71. 1555, Y 1556. Es divergente. 1557. Es divergente. 
1 


4 E 5 1 
1558. 3: 1559. Es divergente 1560. 7. 1561. Es divergente, 1362, ¿+ 


e) de. E E 

1563, FE. 156% + dn3. 1505, E 

convergento. 1568. Es divergente. 1569. Es convergente, 1570, Es convor- 

gente. 1571. Es convergente. 1572. Es divorgonto. 1573. Es convergente. 
1 


2 
1574. Indicación. 2.0=Í Ha)dz+ 





+. 1566. Es divergente. 1567. Es 


f(z) dz, donde f(x) =wP=1x 


A 


X (12301; como limf(2)2-P=4 y lim (1—2)1-1f (2) =1, ambas integra- 
a 0 al 
los son convergentes cuando 1—p<1 y 1—49<1, es decir, cuando p_>0 
í 5 a 
y 40. 1575. Indicación. T(p)= Yrendze $ (2) dz, dondo f (2)= 
1 


e 3P=le7x, La primera integral es convergente cuando p>0, la sogunda, 











a 
2 y 
para cnalquier p. 1576. No. 1577. 2/2 | YT at. 1578. Ñ _ 
El Y I+psent? 
7 
In3 0 
1570. Á ar. 1580. y pas 1581. 2=(b=a)t+a. 1582. 4—21n3. 
ln2 
9 x ” a = E 
158.8 a. 1580.22. 1585. LL. 1586, E. 1587. 1-2. 
ayi" És 2 Vv5 2 Va 4 
1588. Y3—2. 1580. aa. 1500. Llo112. 4504. ln ZE2V2, 4592, 242. 
3 E 5 247 
nat 243 


. 1594. L-. 1599, T-—41. 1600. 4. 1601. 


5 
1593. 8 2 3 3 








1602. L (eg 1). 
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a d sex 
1603. 1. 1604. am 1605. BE 1606, Resolución. T(p4+1)= 


=l zPe"* dz, Utilizando la fórmula do integración por partes, ponemos 
0 


ze 





u, e dz=dv. Do donde du=pzP-1dz, v=—e"* y 


TN [apo Ñame da l (0). (2) 


Si p es un númoro natural, utilizando la fórmula (=) p veces y teniendo 
en cuenta, que 


ro=f dit, 





obtenemos á 
T(p+1)=p! 
1607. a AA si n=2k es un número par; fapyy=> 
2 e 


TS TIEN PEO" si n=2k-+1 es un número impar. 


128. , _ 6% 
lo=350 lo > 


(241) lrfmtt o n+A - 
A 1600. BL, 5). Indicación. Poner 


sen2z==t. 1610. a) más; b) menos; c) más. Indicación. Dibujar la 
gráfica de la función subintegral para los valores del argumento en el 
segmento do integración. 1611.“a) el primero; b) el segundo; c) el primero. 


1612. $. 1613. a. 1014. 7. 4615, z 1616. 2 arcsen + 1617. 2<1<V3. 


1618. 2<1<2. 1619. 2u<r<t2a. 1620. 0<1<LÉ. Indicación. 
- y 7 16 3 an: 37" 


La función subintegral crece monótonamente. 1621. tan 


EN 
1629, =%%. 4024, 4. 4625. L. Indicación. Tonor en cuenta ol signo de 


la función. 1626. «% . 1627. 2. 1628. in2. 1629. m2 la 3. 1630. xa?. 1631. 12. 
1 





1082. Épe. 1088. 4d. 1634.10. 1680. 4. 1030. $. 1087. Z— 


e 
3 
Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 27. 1641. 2a%e"1, 1642. > a 


3 
1638, e4Í—2=2 (0118). 1639. ab[2/3—In (24 V3)l. 1640. na?. 
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1043. 45m. 1644. $ In3. 1045, 4. 1646. Sna?. Indicación. Véase el apón- 
dico VI, dibujo 23. 1647. (243) . Indicación. Véase el apóndico VI, 
4 
Es 
mud. 1651, 3na?, 1652, x (9%-+-2a0). 1058. Gna?, 1054, ze Indicación. 


dibujo 24. 1048. 2344 y 61—<. 1040, E 108 y GariYa. 1650. 

Para el lazo, el parámetro £ varía entre los límites 0<t<-+00. Véase el 

apéndice VI, dibujo 22. 1655, Sus. Indicación. Véase el apéndico VI, 

dibujo 28, 1656. 8n%2?. Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 30. 
2 

1657, ze. 1658. a2. 1659, TT Indicación. Véase ol apéndico VI, 





E 2 2 
dibujo 33. 1060. Pm. 1601, L aya 05. 1062, ME 4009. (E 


Aa 


+18). 1664. a 1/2, Indicación. Pasar a las coordenadas polares. 





1665, y 0 VI10—1). 1666. YHh—2?. Indicación. Utilizar la fórmula 


chia—sta=1. 1667. Y2+Inli+V2). 1668, YIFA—V2+ 
do MARI (30 1609. 144 món 1670. In (e+-/ 471). 1071. 





5 .Jz Dd 
In (24+V3). 4072. L(e244). 1073. aIn£. 1674. 2a Y3, 1615, + 
+a—o=InSt?. 1076. Lars Indicación. Véase el. apóndico VI, 


dibujo 20, 4677. LEZ2, 


1678. 160. 1679. aa VIFIE4 3 ln (2 + 


+ V1F4x2). 1680. 84. 1681. 2211/24 In (Y2+1)]. 1682. bin 248, 


a Y1Emi 1 sab 4 
1683, —=. 1684. 144 In3). 1685. 7. 1686, =¿nabt. 1687. 
E 


E ter4 4072). 1688. ¿an 1689, 12=-P. 1690. 0y= 


3 
pi oyen 4602, LE. 1008, Fgmad. 1694. Lap. 1005, Lar, 1000, 


z 
3 
Z7 (1546 Im2). 1697, 2n209, 1698, ZE. 1609. Parto, 1701. a) Sn%a%; 


s 
b) Gaos; 0) ZE (One —46). 1702, y 


h AbjaB zabh 128 7 8 
3 (a 22 05) . 1706. ae 1707. 5- 4708. 3 za2b. 1709. 
16 


1 « A 4 
2 db 2 e Ss 
y malh. 4740. 0%. ATA. na pg, 1712. nabh (14325) > 1713, sado. 





mn. 16%. v= 









3 4 
3 3, 14. 3 
mas. 1703, 20%, 1704, gpaa. 1705, 
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1714, = (yiR-0); alo V3-8). 1745. 201/2410 (/244)J. 1716. 


n (V5-VD+am2 240. 1727. 21/3410 (14 V2)1. 1718, E (0n4- 
na? 12 E] 
Hond) (24sh2), 1719, Fa? 1720, let) (e94e44). 1721, 
án%ab, Indicación. Aquí, y=5b+Y/2%—23, Tomando el signo más, 
obtenemos la superficie exterior del toro, mientras que con el signo menos, 
2mab 
E 


se obtiene la superficie interior del mismo. 1722. 1) 21b2+ ATCSON £; 





2) 2m0 422 m2; dondo e= VEZ excontricidad de la olipse). 1778. 
a) 22 y) 165208; 0) E naa, 1724, 18 qa?, 1725, 2402 (22). 1726. 8 as. 


172. M:=2Y3FB; My = FVEFR, 1728. Mo=22; mM, 





a 
172, Mi=My=%; 





1731. 2n02, 1732. 2=0; => 





1734, T=xa; Go. 1735. 32 


1137. T=ma; Tera, 1798, ( Resolución. Dividimos 





el hemisferio en zonas esféricas elementales, do área do, por medio 
de planos horizontales. Tenemos do=2xa dz, dondo dz os la altura do la 


a 
25 f azdz 





zona. De dondo 7= ==35 . Por simetría, 2=y=0. 1739. A la distan- 





e 
2102 
cia de 2 de la altura, a partir del vértice del cono. Solución. Divi- 


dimos el cono en elementos, por modio de planos paralelos a la hase. La 
masa de cada capa clomental será dm¿=yxp2dz, donde y, es la densidad, z, 


la distancia desde el plano secante hasta ol vértice del cono, p=7+ 


r 2 
di 
De donde: ¿=—%———<-E h. 1740, (0; 0; ++:) .Rosolución. 
Art E 8 


2 


Por simetría 7=/=0. Para dotorminar z, dividimos el hemisferio en capas 
elementales, por medio de planos paralelos al plano horizontal. La masa 
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de una de estas capas elementales será dm=y1?dz, dondo y es la densi- 
dad, z, la distancia entre el plano secanto y la base del hemisferio y 


n [rad 








r=VaI=2, el radio de la sección. Tenemos: 3 = 7 z 
q nas 
E 
1741, I=1000. 1742, 1,=L 05%; 10=L 090. 1743.1= 10. 1744. 14 =L gob; 
E - La == 05% y == add, GS e La=-q ; 


To =Znash, 1745, I= a (MR). Resolución, Pividimos el anillo 


en anillos elementales concéntricos. La masa de uno de estos ele- 


Ra 

mentos será dm==y2nrdr y el momento de inorcia, I=25) rmdr= 
Ri 

=5n (RIZRE); (y=1). 1746. 1=5 aR%Hy. Resolución. Dividimos 


el cono on una serio de tubos cilíndricos elementales, pparalejos al eje dol 
cono. El volumen de uno de estos tubos elementales será dV=2:rh dr, don- 
de r es el radio del tubo (es decir, la distancia hasta ol eje del cono), 


h=H (1-7) » la altura del tubo; en este caso, el momento de inorcia 
R adn 
ds 20H (1) mar EZ, dónde y os la densidad del cono. 


1747. Ma, Resolución. Dividimos la esfera én una serio de tubos 


elementales, cuyos ejes sean el diámetro dado. El volumen elemental será 


dV=2Hrhdr, donde r es el radio del tubo y ht y) E ,su altura. 


a 
En este caso, el momento de inercia será: Si vz r3 dra 
a 





=-7 nasy, dondo y es la donsidad de la osfera, y como la masa M= 

=£ muy, so tendrá que I=F-Ma?, 1748. V=25%a%; S=4xtab. 174. 
al Ce denia 

a) su D) 2=y==3p P- 1750. a) y pa Indicación. 


Los ojes de coordenadas se han elegido de tal forma, que OX coincide con 
el diámetro y el origen de coordenadas con el contro del círculo, b) 7= 


=+. Resolución. El volumen del cuerpo, que es un doble cono 


engendrado por el giro de un triángulo alrededor de su base, es igual 
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a r=+ nbh2, dondo b es la base y h la altura del triángulo. Por el teo- 
roma do Guldin este mismo volumon V=23 bh, donde 7 es la distan- 


cía desde el centro de gravedad a la base. De donde mt. 175. vt — 
ga mo 2 vi 2 
E. 1752. y 1 (+ 1753. 2=L sent; vp= vs 1754. $ 


a 
1/3 
E 





=4 (7): =É [.., (002) ln 1]: 1756. 


a=2) ReUt, Indicación. La fuerza elemental (la gravedad) es igual al 





=10m, 1755, 








peso del agua on el volumen de la capa de espesor dz, es decir, ¿PyR? dx, 
dondo y os el peso de la unidad de volumen del agua. Por consiguiente, 
el trabajo clemental de la fuorza es dA=yn. 8? (H—2) dz, donde z es el nivel 


dol agua. 1757. A=5z yR2/12. 1758. 4=2 RTM 50,79-101=0,79-10" kg! m. 


DER: Aco=mglt. Rosolución. La fuerza 


+ 





1759. A=ynR3HT, 1760, A= 


que actúa sobré el cuerpo de masa m, es igual a pl , donde r es la 


distancia hasta el contro de la Tierra. Como para r=R, tonemos que F=mg, 
resulta kM=gR2, El trabajo que se busca tendrá la forma 4= 





RHN 
mM 1 1 mhg 
= $ k 73 dr=kmM (a Cuando k=co, tenemos que 
Ae 


Aco=mgR. 1761. 18-104 ergios. Resolución. La fuerza de acción 





mutua de las cargas será F= A dinas. Por consiguiente, el trabajo nece- 
sarío para trasladar la carga ey desde el punto z1 al punto zp será: 4A== 


xa 
de Aid 
- —= — —— | «101 1 A= h. pa 
e z en =) 1,8-101org. 1762. A—800x ln2kgfm. Roso: 
, 
lución. Para el proceso isotérmico pu=povo. El trabajo realizado on la 
expausión dol gas Hdosdo el volumen ro hasta el volumen », es igual a 


u 
das Ñ mo — povola ql. 1763. A=15.000 kgfm. Resolución. Para el 
' 


» 
proceso adiabático es, válida la ley de Poisson pol =pyut, donde k==1,4. 
Y 
Poe poro [a (2 A E 5 
vo donde am | ao pr [1 (2) 7], 1704, Ag rpiPo. Roso 


va 
lución. Sia os el radio de la baso del árbol, la presión sobre la unidad 
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de superficie de apoyo será »= +» La fuerza de frotamiento de un anillo 
do anchura dr, que se encuentro a una distancia r del centro, será igual a 
ALE» dr. El trabajo de la fuerza do frotamionto, sobre esto anillo, durante 
dapP 
as 





una vuelta completa es dA= r2dr. Por lo cual, el trabajo total 4= 
a 


He ) rar=ExuPa. 1765. LF MR0*. Resolución. Ja energía 





2 292 

dm 0702 do, dondo do =2nr dr, 
2 Z 

os el elemento do superficie; r, su distancia al ojo de giro; p, la densidad 


2 
q rado. De dondo, K= 








cinética de un olemonto del disco ¿X= 


superfical, o De esta forma, dK= 








R 
dd ON MES 1060. Km MR 1107. KR 





Ri Z 27 
=2,3-108 kgím. Indicación. La cantidad de trabajo necosario es igual 
a la resorva de energía cinótica. 1768. p= pe + 1769. PLE nA pen ES 
eE 





a 11,3:408 7. 1770. P==abynh. 1771, P= 3 (componente vertical diri- 


gida de abajo hacia arriba). 1772. 583 g- 1773. 99,8 cal. 1774. M= 


— hbdp kMm ici 4pas 
== glom. 1775. CEA (1 es la constante gravitatoria). 1776. mado 
a a 
o 2ap 2,2 Sp fadra_rána 
Resolución. e Em yo eps 3 == 





de 3 
SE. 1177. Q= re Indicación. Dirigir ol eje de 


8ul 


Soy 


abscisas por el lado mayor, inferior, del rectángulo, el de ordenadas, por- 

pendicularmento a éste, en su punto medio. 1778. Resolución. S= 
v 
E do 1 

== q por otra parte, TE) de donde dt do, y por consiguiente, 
o 


ES 


el tiompo necesario para el embalamiento ¿= Los. 1779. My= 


vr 
x 


A Ñ 2 eoya+ Las 2 [nj Lo LE (1-5). 1780. 





2 1 
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(era ar (1223). 1781. 0=0,27RH cal. Indica 


Mi==— = 


Sur 


ción. Utilícese la ley de Joule-Lenz. 














Capítulo YI 
1782. V=% (y2—23) z. 1783. s=+v) VI2TF3G=y. 
1784, Ne 3)-= 575 —)=—2. 1785, Le : HE ; E ; 
+ 1786. [(2, 2) =1+x—22. 1787. E. 1788. 19=UFZ. 


Indicación. Representar la función dada en la forma f (2) = VO» 


ara E 2—y hd 
y sustituir porx. 1789, f(x, e Solución. Designamos 
e+y=u, 2—y=0. En esto caso =P, => 10 y? 








. No queda más que cambiar la denominación de los 








u—oY2_ uu 
+( 2 ) ES 
argumentos u y v por 2 0 y. 1790. f (u)=u242u; 2=x—14+VY. Indicación. 
En la identidad -=1-+f (/2—1) ponemos Y/Z—1=u; entonces, 2=(u-+1)2 y, 


por consiguiento, f(u)=u24+2u. 1791, f(y)=V1IF1% 2 == VIEJA 


Rosolución. Cuando z=1 tenemos ta identidad YT F7I=4-f (44). 


es decir, Huy=VTER En este caso, (a) Y mHEy 


y 2=x Va -v=FR 1792. a) Círculo unidad, con' ol centro en 


el origen de coordenadas, iricluida la circunierencia (224-y?< 1); b) la bisoctriz 
y=x, del 1 y 1 Anglo coordenados; c) semiplano, situado sobre la recta 
z+y=0(2+y>0); d) faja, comprendida entre las rectas y ==>1, incluidas 
éstas en (—1<y<1); e) cuadrado, formado por los segmentos de las rectas 
2=>+1 e y=+1, incluidos sus lados (—1<7< 1, —1<y< 1) Í) parte 
del plano, adyacente al eje OX y comprendida entre las rectas y==+ w, 
incluyendo estas rectas y excluyendo el origen de coordenadas (—2<Y<z, 
cuando 2 >0, 2<y <—z cuando 2<0); 8) dos fajas 2>2, —2<y<2 
y 1<-2 —2<y<2% h) anillo, comprendido entre las circunferencias 
2byial y a0py3=20?, incluida la frontera; i) las fajas 2 << 
<(n+4)x, y >0 y (n+1)2<z< (2242 1, y <0, dondo n es un número 
entero; j) la parte del plano situada por encima de la parábola y=-—2* (12+y>0); 
k) todo el plano XOY; 1) todo el plano XOY, a excepción del origen de 
coordenadas; m) la parte del plano situada por encima de la parábola y2=x 
y a la dorecha del ejo OY, incluyendo los puntos del eje OY y excluyendo 
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los de la parábola (z>0, y > V2); n) todo el plano, a excepción de los 
puntos de las rectas z=1'c y=0; 0) la familia de anillos concéntricos 
2nk< 224 y2<n (241) (:=0, 1, 2, ...). 1793. a) 1 octante (incluyendo la 
frontera); b) 1, 111, VI y VIIL octantes (excluyondo la frontera); c) un cubo, 
Jimitado por los planos 2=-:1, y=z+1 y z==+1, incluidas sus caras; 
d) una eslera de radio 1 con centro en el origen de coordenadas, incluida 
su superficie. 1794. a) Un plano; las líneas de nivol son rectas, paralelas 
a la recta =--y=0; b) un paraboloide de revolución; las líneas de nivel son 
círculos concéntricos cuyo centro está situado cn el origen de coordenadas; 
e) paraboloide hiperbólico; las líneas do nivel son hipérbolas equiláteras; 
) “un cono de 22 orden; las líneas de nivel son hipérbolas cquiláteras; 
o) cilindro parabólico, cuyas generatrices son paralelas a la recta 2-+y+1=0; 
las líneas de nivel son rectas paralolas; f) superficie lateral de una pirámide 
cuadrangular; las líneas do nivel son contornos de cuadrados; g) las líneas 
de nivel son parábolas y=Cz?; h) las líneas de nivel son parábolas y =C VZ; 
i) las líneas do nivel son circunferencias € (224-y?)=2zx. 1795. a) Parábolas 
y=C—22 (C>0); b) hipérbolas zy=C (|C] < 1); €) circunferencias 224- y2C%, 
o rectas y=az+C; 0) rectas y=Cz(z 7= 0). 179. a) Planos paralelos al 
plano z+y-+z=0; b) esferas concéntricas cuyo centro so oncuentra en el 
orígen do coordenadas; e) exnando u >0, hiperboloides de revolución de una 
hoja alrededor del oje 0Z; cuando u<0, hiperboloides do revolución de dos 
hojas, ulrededor dol' mismo eje; «mbas familias de curvas están divididas 
por el cono 22-+y2—22=0 (u=0). 1797. a) 0; b) 0; c) 2; d) el; 0) no existe 
el límite; 1) no existe el límite. Indicación. En cl punto b) pasar a las 
coordenadas polares. En los puntos e) y f) examinar las variaciones de 2 
e y a lo largo de las rectas y=kzx y demostrar, que la expresión dada puedo 
tondor a límites diferentes, que deponden del valor del k elegido. 1798. Con- 
tinua. 1799, a) Punto de discontinuidad cuando z=0 e y=0; b) todos los 
puntos do la recta -=y (línea de discontinuidad); c) la línea de disconti- 
nuidad cs la circunferencia 224+y2=1; d) las líneas de discontinuidad son 
los ejos de coordenadas. 1800. Indicación. Poniendo y=y¡=const, 














obtenemos la función py (1-5. que os continua en todas partes, ya 

que cuando y¡+0 el denominador 24 y] 40, mientras que cuando 

y¡=0 q, (x) = 0. Análogamente, cuando z=x,=const, la función qa m- 
1 


es continua en todas partes. Por el conjunto de las variables x= e y, la fun- 
ción z tiene una discontinuidad en el punto (0, 0), ya que no exíste ol 
paz z. Efectivamente, pasando a las coordonadas polares (7 ="rc0s q, /=r sen q), 
poa 

+0 

¿tenemos ¿=sen2p, de donde se aprecia que, si z>0 e y>0 de manera 
que p=const (0 < y < 21), z > sen 2p. Como estos valoros extremos de la fun- 
ción z dependen de la dirección de q, z no tieno límite cuando 2-0 0 y >0. 











da da da % da 2e 
1901, 3 (Y), qe (01 
da y  d_4 ea e e y 
a da 2 dy zz 1804, dr Y2a=y' ET VE=pA" 
ss RH Bs A 
105 a a YA 
A E A A 
YC VACA VER dz Ayo? dy aya 


30—1016 
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Y 
0. yt y A y 
1808. E my?, ba =al In z. 1809. Era — qe cos El 


O RR 1810. 2 VA e ya Yap 
yz z" aa y Il > 
CI A 


sm. E, q o 
Y Va Wo yVy > Vy da 


du Ce du du du 
a” 2 (ay), ME (zy)* ln (24). 1813. ae Y Inz, e ln z, 





apa, 1814. £00=h f4(2,1)=0. 1815, fe (1, 2 0)=1, 


¿ap ¿20 = z 
5630) =<g> PANOR 180 1821. r. 


(e 


1826. ¿=arctg L+p(a). 1827. + ln z+sen mt. 1828. 1)tga=4, 


1 08 
igf=o, gr=h: 2) lga=co, tgp=á, ter=h. 1689. LL h, 
dm (a), 1630. Indicación. Comprobar, que la fun- 


ción es igual a coro en todo el eje OX y on todo el eje OY y valerse de la 
dofinición do las dorivadas parciales. Corciorarse de que fx (0, 0) == fy (0, 0)=0 
1831. Af=447-+Ay+2A72+24% Ay +Az%ay; d/=4de+dy; a) Af—df=8; 
b) Af-—df=0,062. 1833. de (201) da +3 (ue) dy. 1834. de =2%ay8dz+ 
-+328y2 dy. 1835. A du—zdy). 1836. de=son 23 de —sen 2y dy. 


2 
1837, dim=ylo0ldi4 0 (14 y lnz) dy. 1838, 0: =p (edo dy). 








1839. a= 5 (e 54)- 1860. dz=0. 1841. ¿[tE a). 
1842. af (l, 1) =dr—2y. A 
1844. pa tetas) 1845, A ES 
x [lr de +) 2dx + (1-4) dy + (+ + +) In (=u + +) 22] ó 
1846, dui (vdr+ a FLas). 1847. ¿f(8 4 5)= 


a 5dz—2dx—ády) 1848. di=0,062 em; Al=0,065 cm. 1849. 75 cm? 
== 


(con rolación a las dimensiones intoriores). 1850. + em. Indicación. 


Suponor que la diferencial de su; ríicie del sector es igual a cero y do 
aquí hallar la diferoncial del radi: 1851. a) 1,00, b) 4,998; 0) 0,273. 


1853. Con oxactitud hasta 4 m (más exactamente 4,25 m). 1854. e A 
gVi 
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1d E 
1855. ll dr 1856, eme 2. 
me eN (944) tg 
1857. Es le —25)- 1858. Tp =2% ln e tg14 
+EEDI2!. 1809, L£—o, 1860. LE —(son 2)09* (cos z ctg 2—sen a ln sona). 
1861, E. Y et 1802, E=yewx; F=u[y (3 m2+2]. 


vn ya da pai 
1863. ¿E—=2efi(u, o) uerUÍo qu, o): Ph 2yfala, 0) +07 fo (u, 0). 


uno y 1085, == (1-5) (att): 


(A+) r (url). 1607. Eat le y d+ 


Hi (o, y, 2) Ebay (2, 1) +, (2, y) 9 (2)J. 1873. El perímetro crece con una 
velocidad de 2m/seg., el área aumenta con la velocidad de 70 m?/seg. 








A 2e2 30 93 
1874, ViFaza* 1875. 20/52 YZ km/hora. 1876. E - 1877. 4. 


1878. Ya. 1879, 1. 1680. LE. 1881, <Ottbcosbtcoy. 


1882. a) (2; 0); D) (0; 0) y (£; 4); 0) (7; 2; 4). 1884, 9£—3J. 1885. + (5433). 


1886. 08-+3J-+2%. 1887. |gradu|=6; cosa, cosp=—Z, cosp=t 











3 3" 
. '" d 02 
1888. cos y = va 1889. tg y 8,044; p = 8337". 1891. ri 
aboga. O abezy 0% boa 0% 
(0 aya? dz 7 “aaa an (0222 aya” 1892, ¿q= 
sua E E 
MT O 7 “da 
2 Ty 0% = _r—a 9 
aya * 9 O 1895. ¿q — 3 + 1806 
Pu q Du: du EA el 
a Na aos ao IN a ta 
1898. 7 = a m8) 008 (zy)—2z sen (xy). 1899. fex (0, 0) =m (m—1); 


xy (0, 0) =mn; fuy(0, 0)=n (n—1). 1902. Indicación. Comprobar, uti- 

lízando” las roglas de derivación yla definición de derivada parcial, que 
2 2 

n= [pe] (cuando 29432 5% 0), F2(0, 0)=0 y, por 

consiguiente, f(0, y)=—y cuando z=0 y para cualquier y. De donde 

Pou (0, y)= —1, en particular, fxy(0, 0)=-—1. Análogamento, hallamos que 

$xy (0, 0) =1. 


30+ 
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1903. Ey =2f(u, 0) 42% (u 0) + 429 Íeo (us 0) +UPÍio (1 0); 
E =6 tu, 0) + trufa (a, 0) 42 (2249) Fs (4, 0) +20 (u, 0) 


7 2fu (u, 0) + Ay? (u, 0) + 4zyfo (us 1) Fa2fóo (us 1). 


1004, a a + (O q 
1905. Pe Fa (93)? 42 Pp Fo (O llo ls 


Pia 00 AÑ (ER + ola fo 


Es EN 
5 ea Fica AA o CA y 
1914. u(z, y) =p (2)+v (4) 1915, u(z, y) =p (y) +9 (y) 


1946, diz =e%8 [(y de +1 dy)?+2dz dy]. 1947. d2u=2 (2 dy da + y de da + ade dy). 
1918, di=4p" (1) (2dz+y dy?+29" (1) (det +dy2). 1919. de= ( SJ x 


x (unas Als Ind) ; a- (1 (um+ z) de + 


ey z z zoe 
2 — — — 2 1 ——— a 27 
+2 (2v Im lo ln ) az ay+ (2 mm Ja]. 1920. d%z 


= Ofic (1, v) d+ 2abfun Lu, 0) de dy+b2f%0 (u, v) dy, 1921. dz= 
=(yetJo q ef + 2yo Ufo + yte 20) da 42 (0Ufu + 0*fo 4202 fu en tY 
X(1 + 24) fuv + yelifon) de dy + (celju + 2eUfun + 2er tU fo «+ 2% fp) dy. 
1922, d%2=e* (cos y da? —3 sen y da? dy —3 cos y dz dy?24-sen y dy3). 1923, d%2= 
= —y00s x d13—3 son z dal dy —3c0s y dx dy? +x sen y dy?. 1924. df (1; 2) =0; 
dif (1; 2) =Gd224-2dz dy4-4,5dy2. — 1925, d3/(0, O, 0) = 2424404 Púder— 


—áda dy +8dz ds 4- ády da. 1926. 2y+C. 1927. E 4son ze. 
n 1 
1928, + + (a+y)+C. 1929. ERES CAE 





1990. P+C. 1931, VEFIIZC. 1082 a=—4, d=—A, 1= o 
1988, Apu day pzz +ya+l. 1934, 294224243204 yy 2040. 
1935, 2%yz—32y% + 4024214 y 43240. 1936. FAA 


1937. Ve4+y34224C. 1938, 2=—1. Indicación. Escribir las condi- 
ciones de diferencial exacta para la expresión X dzx+Ydy. 1939. fe=fj. 


pa 
_ dy_ be dy 14 dy 
1940. ul 1()44c. sl A o 


a 
1942. La ecuación que dotermina a y, es la ecuación de un par de roctas. 
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e yo In y diy 
0. Ls o: a (3), > 
sa (PY S sd dy ita. dy pa 
ES (0 1868 106 Zi A aya 
dy_ y. dy 2y ór  at—yz, 0% Gyi—dm—2 
19, ¿aa A RE AA 
Oz  zsen=—cosy . dz _zSseny—cosz E e 
1005 7 cosa —ysenz * dy Cosz—ysenz' 1950. ¿¿=—6 y 2 
aós4, Ez 85. de. dy, dla cds A DN 
SS yo A AAA y 
Po 
dz _ ch (al—2% de — 19% po A 
E a - 1954, d:=—Fdo—L dy; dia= 
2, 2 
«Aaa Y da dy L dy2. 1955. dz=0; da 3 (dat dy), 


di 
q (0224 2dz dy+dy2). 1961. =0 





1956. di= (de+ dv); E 





























pl 
de 1, diz 4 —=x) E) S == 
+: d5=E 1902. dy=? ai Gt yd 
l— PA 0 qa, 1068. 04, 
TU mE 2 si ra TN Y 
du du 0 > Po _y Py y do _ 
ri es TS an 1964, du= 
Y v 1 w 
= ; ; du —du= 
A rd pad 
2 py dp dy — Vu d+ pí, dy 
=- dy 6 dr AA jay OEA, 6 
da NS e 
Y Y e Y» 
ds esony Os  ccosy 02 _4 
1966. a) E CA AR ; » E (-+3), Te 


0) dema ez (eo (o 4) de et (ou) dy. 1967, FL tr 9) cos p— 








Po PE, Er, ¿(rn sp FR (ra PEZ, 1068, A 
a qetg y. 1960, FL 454 y 0. 1970, EE 
pe, d: 
1971. a) Y Eo ») A 0. 1972 tgp=h. 4978, 
dry? _ der 
2 — | == 
o) 0 0 ño, 0 ud oo, 4070, Le 
CES >, “du E AA 
PA 
AE Ez) 
NT sm. F=0 
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a% jo 
1080. Eo. 1981. a) 2249950; ELE 1) 30d 
—6:=0; =2- = La e) zcosa+ysen a—R=0, SS 
_y—Rsena al pa 








sen a E 1982. + 


a varita: * Vara 
c 
==. 1983. 3—169= . 4y +62 21. 
VA 1983. 27+44y+12:—169=0 1985. z+4y+bi=xw 

1986. 2+y+2=>+ Ya? +bt pe. 1987, En los puntos (1; +6 0) los planos 
tangentes son paralelos al plano XOZ y en los puntos (0; 0; 0) y (2; 0; 0) 
al plano YOZ. La superficie careco de puntos en los sables el Piano fans 
E 


gente sea paralelo al XOY. 1991. 3 1994, La proyección sobre el 


La proyección sobre cl plano YOZ: 





- pd dde 
su La proyección sobre el plano XOZ: l Sa 
Wo 1=0. . +1 =0, 


dalarón. La línea de contacto de la superficie con e cilindro, que 
proyecta esta superficie sobre algún plano, reprosonta de por sí el lugar 
geométrico de los puntos, en los que el plano EAAOnS a la superficie dada 
es perpendicular al plano do proyección. 1996. f(2+h, y +) =ax%4-2b2y + 
+oy24-2 (ax -+by) h-+2(b3-+cy) k-+ah?+2bhk ok. 1897, (o, v)=1—( AN 
-2)2-42 (2-2) (y—1) +3 (y—1)2 1998, Af(a, y)=2h-+k-+h242hk-+h2 

1990. F (2, y, 2)=(2— + (y— 124 (2 1)242 (21) (y pul (y—1) (41). 
2000. f(e+h, yk, 2+=f (2, Y MACAO y—2)+k det 

la E y 23 4-ya 
+ a—ylef(h k, 1). 2001. y-zy+ + 2002, 1 p— + 


PEE as, 0d Lit 20%. 1H ((0—0)+ 
ICI ae 


+ ba +0) ar; yy EA E 1 (ma apro 


+2, ((3m*—4m) a?—3mnof +(3n*—4n) P?). 2006. a) 1,0081; c) 0,902. Indi- 


n, Utilizar la fórmula de Taylor para las funciones: a) f(x, y)= 

y on un ontorno del punto (1; 1); b) f (x, 49 =y* on un entorno del 
punto (2 4). 2007. 2=1+2 (21) —(4—1)8 (2 1)2+10 (21) (y—1) 
—3(y—1)3+... 2008. Zpin=0 cuando z=1, y=0. 2009. No hay extromos. 
2010. 27 = —A cuando 2=1 e y=0, 2011. zp =108 cuando 2=3 e y=2, 
2012. zp =—8 cuando z=/2, y=—V2 y sind, EA ey=V2 


en los puntos x= 











Cuando z=y=0 no hay extremos. 2013. 24= 














A 
AY yI= 8 Y en los puntos 
2= 7 y= E pues: y= Ya 2114. 2,4, =1 cuando 2=y=0. 
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2015, z, 


mín =0 cuando z=y=0; un máximo amplio il en los puntos de 


la circunferoncia 22+y2=4. 2016. 2,5 =Y3 cuando 2=4, y=-—1. 
2016, A, zp¡p=05 cuando 2=4, y=2. 2016. 2. 2ppx 807? cuando 2=-—£, 


y=—2; no hay extremo cuando z=0, y=0. 2017. UE cuando z= 
2 1 a 1 

=—q y=—3 y 2=1. 2018, Umpp=4 cuando 2=>3, y=l, 1 
2019. Esta ocuación determina dos funcionos, de las cuales, una tiene 
máximo (%p4x=8) cuando z=1, y =--2, y la otra, un mínimo (2pgn= —2) 
cuando x=1, y = —2; en los Rentos de la circunferoncia (2 —1)2-+ (y +2) =25 
cada una de estas funciones tene un extremo en la frontera, ¿=3. Índi- 
cación. Las funciones que se mencionan en la respuesta se determinan 
explícitamente por las igualdades =3+ VD—(2-DI—(yF2Y y existen, 
or consiguiente, solamente dentro y en la frontera do la circunferencia 
dl ts, en cuyos puntos ambas funciones toman el valor 
2=3, Este valor os el menor para la primera función y el mayor para la 
segunda. 2020. Una de las funciones determinada por la función tieno 
máximo (2jp5x =—2) cuando z=-—1, y=2; la Otra tieno mínimo (Zin =1) 
cuando »=-—1, y=2; ambas funciones tienen extremo en la frontera on 


los puntos de la curva 4x3 —4y2—12x +-16y—33=0. 2021. “máx =T cuando 














ay 5. 202, 





=5 cuando z=1, y=2; fp =—5 cuando 2= 


36 18 12 242 
=—2. 2023. Zmin=13 cuando 2=73+ Y=33- 202. Ex = ad cuando 


2-V3 


a+ kn, 54d nt =——É cuando 224 hn, y ten. 


Zmáx , 








2025. Up =—9 cuando 2=-—A, y=2, 2=—2; Up =09 cuando x==1, 

y=-—2, 2=2 2026. Umpgr=2 cuando z=-+0, Y=2=0; Unpp=0 cuando 

2=y=0, 2=xk0. 2027. Upg=2:4:69 cuando 2=2 y=4 1=0. 
4 EM, E AN ME 

2028. temgx=4 3 en los puntos (Fspiz)i (3 7 5): lo: 

L dá 

$ $)» rro =4 en los puntos (2 2 4) (2 45 2) (1; 2; 2). 2090, a) El valor 


dol máximo absoluto es z=3 cuando z=0, y=1, b) ol valor dol máximo 
absoluto es 2=2 cuando z==1, y=0. 2031. a) El valor del máximo absoluto 


2 ff 
vi cuando == “Y 2, Vi ; el valor dol mínimo absoluto 


2 GE T 
a Cunndo ama Vi. yy 1 ; b) el valor del máximo 


absoluto es ¿=1 cuando z=-=-1, y=0; el valor del mínimo absoluto es 
z=-—1 cuando z=0, y=>+1. 2032. El valor del máximo absoluto es 


3 Yy3 
2 








es 1== 








2= cuando «—y==¿" (máximo interno); ol valor del mínimo abso- 


472 Soluciones 


luto es ¿=0 cuando z O (mínimo de frontera). 2033. Ll valor del 
máximo absoluto es z=13 cuando 2=2, y=-—1 (máximo de frontera); el 
valor del mínimo absoluto es =—4 cuando 2=y=1 (mínimo interno) 
y cuando <=0, y=—1 (mínimo de frontera). 2034. Cubo. 2085, y "2V, y 2P, 
317. 2036. Triángulo equilátero. 2037. Cubo. 2038. a=Y2-Y/a-y2-Y a. 
1.4 0% 8 8 » 

2039. M (—= 3) - 2040. Los lados del triángulo som Pp, Pp y 4. 
2041, ¿MEE m4 mt — Matic moda Meg 90, E 

My --Ma-E Ma My + Mo Mg 2 


2043. Las dimensiones del paralelepípedo son a 




















y < son los semiejes dol elipsoide. 2044. z=y=25+ "27, ==. 


2045. +3 pz: 2046, El eje mayor es 2a=6, el ejo menor, 
2=2. Indicación. El cuadrado de Ja distuncia del punto (z, y) de la 
olipso a su centro (origon de coordenadas) es igual a 224 y%, El problema 
so reduce a buscar el extremo de la función z?-+y?, con la condición de que 


5224-8xy + 5y2=3. 2047. El radio de la base del cilindro ciyiz, . 
E 


) V: 
la altura, nV - 


+ donde R es el radio de la esfera. 2048. El canal 
dobe unir el punto (+7) do la parábola con el punto (E +) 


do la recta; su longitud es igual a na . 2049. L¿ VZR. 2050. A 


=z. Indicación. Es evidonte, que el punto M, en que el rayo pasa 

















a 


de un medio a otro, deborá encontrarse entre A, y By, siendo AM: 





m3 , AM=a tg a, B,M=b tg. La duración del movimionto del rayo 


a b 
es igual a -—__— +. El problema se reduce a buscar ol mínimo 
E Sicos a Y aeos P id 


do la función 1 (a, $)=——+ con la condición de que atg a+ 


1 Cosa * vycos Pp 
E 
+blgH=e. 205L =P. 2082. Lila clap 3 > 


Hallar el mínimo do la función f(Zy la 13)=/8R;+1R+13R3, con la 
condición de que 1,+72-+13=1. 2053. Un punto aislado (0; 0). 2054. Punto 
do rotroceso de 2% especie (0; 0). 2055. Punto tacnodo (0; 0). 2056. Punto 
aislado (0; 0). 2057. Punto crunodal (0; 0). 2058. Punto de retroceso 
de 1% especio (0; 0). 2059. Punto erunodal (0; 0). 2060. Punto crunodal 
(0; 0). 2061. El origen de coordenadas es un punto aislado, si «a >b, un 
punto de retroceso de 12 especie, si e=5 y un punto erunodal, sí a< b. 





Indicación. 





Soluciones 413 





2062. Si ontre las magnitudes a, b y c no bay iguales entre sí, la curva 
ho tiene puntos singulares. Si «=8<c, A(a, 0) es un punto aislado; si 
a<b=e, B(b, 0) cs un punto crunodal; si =b=c, 4(a, 0) os uu punto de 
retroceso de 12 especie. 2063. y==+x. 2064, y2=2pz. 2065, y=x R. 


2066, 224 yY9=P/2, 2067. y=5 5. 2068. Par de hipórbolas equiláteras 
conjugadas, cuyas cenaciones, si los ejes de simetría de las elipsos so toman 


como ejes de coordenada, tienen la forma zy=== ¿> . 2069, a) La curva dis- 


eriminanto y=0 es el lugar geométrico de los puntos do inflexión y la 
envolvento de la familia dada; b) la curva discriminante y=0 es el lugar 
geométrico de los puntos cuspidales y la envolvente do la familia; 0) la 
curva discriminante y=0 es el lugar geométrico de los puntos cuspidales 
pero no es la envolvente; d) Ja curva discriminante so descompone en las 


rectas: -=0 (lugar geométrico de los puntos crunodales) y z=a (envolvente). 
2070. e 2071. eS 2072. VIF4ñ2, 2073. Y3 (e*—1). 2074. 42. 
% 


2075. 5. 2076. 29-+ 20. 2077. 11 q. 2079. a) recta; lb) parábola; c) elipse; 


s » 
d) hipórbola. 2080. 4) ¿E «0%; 2) a e. aro qe. 2081. 


d 
dE 7 (abe) = 


da 
de do de 

(00) + (070) + (00). 2082, 4t(141). 2083, 2=3c08t; 

ymásen (elipse); umd, 1031 cuando to; =P 42 y37, 





w=— 





V2 12125 cuando :=7 4; v=—38, w=-—44 “cuando t==5 - 
Y 24 cuando ¿= 34 44 “cuando ¿=3 

2084. 1=2c08 1, y=2sen t, =3L (hélice circular); v=—24 son t-4-24 cos t+- 
-+3l; o= Y13 para cualquier t; w=-—2tcos t—2) sent; w=2 para cual- 
quior t, v=24-+4-3k, w= —24 cuando ¿=0; v=—214-3k, w —24 cuando 


t =$ 2085. x=cos a cos t; y =sen a cos wt; s=sen wí (cirennforencia); v= 


=—at cos a sen wé—wJ son a sen tol cos wt; v=] 0 |; w=—%4 cos 0osot= 


—024 son a, cos t—a?le sen wt; w=w*. 2086, v=V "ly Pho Hs 80% 








us=u,=0; w¿=—g5 w=8. 2088, o Y/aEF3, dondo o=L es la volo- 


cidad angular de rotación del tornillo. 2089. Y/atwTo3— Zum sen wt. 








2000. 2 (4 o 1. La 19). 2091. += g lcos son 1) 44 


1 
v2 


cosa A cos (9 =O. 2092, TER 


+(son t-+cos t) J+kj]; y=——2 [(son £4-cos t) 44+(sent—cos £) J]; 








ya 44 54—8k 
21 Y 105 ú 


EA Soluciones 


























A a—acost y—asent_ , Tacost_ 
PLA V *—asent  acost (tangente); gp 
y—asont_z—bt ,. 1 F=acost_ y—asent e 
== Tar Minera oi yA oral 
4 sont 
rincipal). Los cosenos directores de la tangente som; c0sa=——_— ; 
principal). go Vara 
cos P= 28: cos AN Los cosenos directores de la normal 
Vara" Var 





principal son: cos a, =008 t; cos $, =sen t; cos y; =0. 2094. 22—2=0 (plano 
normal); y—1=0 (plapo osculador); 2-+22—5=0 (plano rectificanto). 


2005, EA lA (tangente); 2444 +122—114=0 (plano normal): 















a 
¿e 
122—Gy+1—8=0 (plano osculador). 2008. —72 
q y 2 
A 
¿tol pp = TAS =3 47: (normal principal); 
n 
E 
2 0 1 1 1 
== (bingrmal); M4 (7: E +): M2 (4% 
2097, 2721422 (tangonto); =+y=0 (plano osculador); 2 








a (normal principal); A? 7 (binormal); cos %y= 











a , 009 b=7 Cos ya=0. 2098, a) <= (tangonte); 
ls ql (plano normal); b) e EN 2+y pa 
-10=0 (plano normal); 7 mM AA Y. = mv (tangente); 2 /32+ 


+y—2 Y3:=0 (plano normal). 2099. 2+y=0. 2100. 2—y—2Y2=0. 
2401. a) 4n—y—z—=9=0; b) 9—6y+2:—18=0; 0) duiz—ayty+ 
+(02—b2) zj2=a%b2 (a1—b2). 2102, 6r—8y—24+3=0 (plano osculador); 


E 











Ll E (binormal). 
2103. be—2=0 (plano oscalador); E (uormal principal); da ) 
LEETOA p- — di 
Vin Yi 


2107. a) YV2; b) YE. 2408. a) K=" 2; T= 





zi ds 
=p (normal principal); 


(binormal); === ¡v=W3. 2106, 22+3y-4-192—27=0. 
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2409. a) R= o=Ltol, h) R=p= AE 2411. ae 2112, K=2, 





w¿=0, Wa=2 cuando ¿=0; Lt E 0 = va w-=2/B 


cuando t=1. 
Capítulo hy 


2 
2113, rn 2114, má 2445, E «2446, 7. 2447, 50,4. 2148, EE. 2449. 2,4. 


2120. EN 212. vom E y=-—6; y=2. 2122. qe y=x=-+9; 


204; 2=3, 2423, y=x; y=10—x5 y=0; y=4. 212. y=3; y=2%; 2=1; 

2=3, 2125, y=0; y=Y Ba? 2=0; 2=3, 2126. y=x%; pa 
1 2 2 A 1 

2=2. 2127, pos $ Hz, y ar= $ dz ) F(z, y) dy. 2428. dl He, ydr= 
Ñ 

















ps * 1 2-y Pa 
e ¡ dz | Fa, y)dy. 2429 Ñ dy | Ha yd= sel Ha vd + 
h 
Ed, 
2 lx 2 43 4 2 
iras Í (6 y) dy. qe pá € 162, me=k dy ) Ft y) ds 
5 2 2 5d Y 
+0] ayÑ ía, el WÑ M na 5. ja], 1, yr da 
y2s 2 
2 
va vip vai 1 Via 
+Nó Y ra nat eS 1 me+) de Ñ na 
dl 211 1 e ES 
1 2 2 Vi -í Vio 
2132, $ de Ñ ,vd= j dy $ f (2, y) dz. 2433, $ dz fa, y du + 
Za das mn 2 via 
1 - vio £ 5 2 Vii 
+a lo renales | fana+le | tene 
1 —-Y4 1. yia 10 -V4 
ti Vian 1 =ñ 10 VEN 
fa Y anar | tenerla | tna 
2 yr A A vi 
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2 vi=R —2 vii 
+ ay So Fr, y) dz. 2434, faz $ He )dy+ 
100 -ViZA 3. via 
2 bl 3 a 
ye de a 9. He d= 
2 -VA 
le E VI=R 
= S dy [a y) dz + F dy eN 1%, Y) dz+ 
-N -V44 -V53 Vii 
1 vi 1043 q VE vi 
+50 Y rene Tar A Ho mas+ | ay dl e” 
Ll Mi L, 1 - YA 1 Yyar 
10 ix 1 dy a Vai 
2135, a) pl | Ha, me fa ¡ Hz, y) dz; b) faz $ Ha y) dy= 
Ú he 0. Va 
“ Via 4 Via 
Sa | Maniso po | rana 
A d za 
VE 
Ya naa 1 1 1 y 
- ¡ dy | tenes a fal rena=l al ne 
Ll 1 vii 4 «t 4 
a id y+2a a - La a 
0) ¡ a Ñ tan ¡ de US na+$a "16004 + 
Y a 
ls 
da 6 sw Vi 2 3 
+$ a Ñ Fe, y) dy. 2436. 17 $ He yaz. 2437. faY 1 ydr+ 
da x-% o Y oy 
12 3 
> 4 3 va=R a vaa 
+ ay] 10 dz 2138, la $ reanarLa Í Ha, 1) de. 
2 Y 0 Vai=zay E 
3 2 
a«Y3 


a a 


tend+ Ve $ tenda 
aVi a-Vaioyi 
2 


2139. | dy 


| 
Ta 
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a «VB a 2a 2v2a 2 
2140. fas Ñ Ha, y dr+ fas $ e, y) dr+ fe Nite, vids. 
Ú E Í pra Ú £ 
o. VIA Lo fx 5 Vaz 
2144, Ñ de Ñ Ha y) a+ de $ Hz, y) dy. 2142. fás Ñ (d+ 
pr Ó 6 0 0 u 
RV2 
vaz 41 Vi via TY VES 
+f arena Ñ ds Ñ 1tz,w) ay. 2465. Ñ ay Ñ tenaz 
a e vz $ Ú v 


1 A—AFCSON Y 


2144. yo . (e vda. 2445, E. 2146. 2107. La. 2448, E. 


3 
arcsen y 
e Ye 
2149, 6. 2450. 7. 2151. ln 2. 2152. at: ts 024. 2153, 2». 


3 pre sel A 8 a 
a ) aydy =< . 2455, a V/2a. 2456, Far. Indicación 


2aR y 2 R(1—cos t) 
$S vazay= Ñ de Ñ var R(A—cos 1) dt ) ydy, donde esta 
(8) 
última integral so obtiene do la anterior como rosultado del E 














RA 1 
amR (teni) ST. o 8 21, ute. 
ES 1 z= 1 
+ Tu z sn p 
2460, Ñ de Í +1 (ecos q, r sen q) dr+ Ñ de Ñ rf (r cos q, r son q) dr. 
ó Ú x 0 
yy 
n 2 Ba 1 
a cos Y y sen 
2461. Ñ dp Ñ rf (12) dr. 2162, Ay dp Ñ rf (1.008 1p, r sen q) dr. 
0 0 EA 0 
T 
a seno 3a Y seno 
4 costo 4 sen 9 na costo 
2163, (105 00 Ñ rdr+ +1 1004 Ñ rar+ ll 108 0) dp $ rar 
0 0 x= 3; 
a 
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ps o sa 
Y > aVoos2 7 aYcoszo 
2164. $4 | Hr cos p, son gar + de j rj(r cos, r sen p) dr. 
z de 
eN 7 
z 
2 £c0s p 3 
2165, ja | ten qdr=z. 2100. 2200, 2167, sa, 2168. 16 +5]. 
2169. =. amo. (F— seo me. 2471. Za. Indicación, El 
jacobiano J=abr. Los límites do Satogración: DLPLAL, GARA. 
E 
e 15 
2472. de $ Hu—un, uv) u du. Resolución. Tenemos 2=w(1—0) e y=ww; 


Te 
el jacobiano /=u. Determinamos los límites de u en función »: u (1 —v)=0 


cuando z=0, de donde u=0 (ya que 1-—v =* 0); u =c. Los 








límites de variación de v: como y=az, uv= qu (1—v), de donde "== 











1 u 
para y=fz hallamos, 7. 2178, 1=E [ | uk dE. a+ 
2. 








CN y 22) (E u— 
+j0 1 (E jalar [Je 141 152) a+ 
=o 
Ñ yu 
+ do j sizes, Indicación. Después del cambio 
de variables, las ecuaciones de los lados del cuadrado serán: u=»; u4-1=2 


2 
u—v=d 1=—», 2474. o [(E-%) art ]. resolución, 


La ecuación de la curva es ri=»2 ( cos? Peste), de donde el 





límite inferior para r es 0 y el Ape, ”= 


Como r debe ser real, $ cos? eE peon: de donde, para el primer 


ángulo coordonado, tonemos que tg y < E . A consecuencia de la simetría 
del campo de integración con respecto a los ejes, se puedo calcular 4 del 


total de la integral, limitándose al primer cuadrante: ¡Je=a- 
(8 
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aretg = VE costo= 73 sento 1 vi 
pd ¡ de $ abr dr. 2475. a) o 17 j da+ 
7 
2 Yi ca A A 128 
7 a C 
+4 dy $ dx 1) PE faz $ dy. 2176, 0) 75D) (+2) a. 
1 y-2 0 ax 
a 7 
2177. 122. 2978, 1D 2, 2179. x. Indicación. —1<2<1. 2180. E VE. 
120 3 3 


if du 5 
as81. 3(E4L). 202 GV 2183, <p mat 2184, 6, 2185, 10%. 
Indicación. Efectuar el cambio do variables z—2y=u, 3Ix4-4y=v. 
1 1 b Pe 
2180, Lo—0) (Ba) 2187. (00) In. 2188. 0= | af (12) d2= 
y 
nod a 3 1 3 4 
Z ES a xr 
en a (i=ajay. 2198. TE. 2194, Le. 2405, q 2406. > 2107, ZE 





6 a 
o18, 28 VE 2100. 28. 900. LE. 2201. LE. 2202, nat (a—P). 
5 105 18 3 


2208. mas (2 Y2—4). 2204, Gas (Y 34). 2205. ze. 2206. $ nabo. 


2207. 2% (67/35). 2208. Lar, 2200. na(te""). 2210, e 
a uN 2 





2211. ayésa, 2242. Ye /2-—4). Indicación. Efectuar el cambio 


do variables 2y=w, L=v. 2213. Va IFAFAR. 2214. 4(m—n) RO. 





2215. yA «2 Indicación. Integrar en el plano YOZ. 2216. 4a%. 
2247. 8a? aresen—- 2248, Fue (3 V3—1). 2219. 842. 2220. 3a?. Indica- 


ción. Pasara las coordenadas polares. 2220. 1. Indicación. Proyectar 
la suporficie sobre el plano de coordenadas XOY. 2220. 2. a y2. 2221. 0= 
3 
2 Rey2_,7 ñ á 
= na — Lo . ndicación. asar a las coordenadas 
5 2[ (14) 1]. tna ón. P X denad: 


polares. 2222. las y 802. Indicación Pasar a las coordenadas polares. 
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ady 


VYaá=a- y 


dz 


Soave 
Suova 


2223. 8u? arot; Ya. Indicación. O 
6-5 


dz. Integrar por partes y después hacer la susti- 





a 
n 5 
2yaa 


tución son £; el resultado debe transformarse, 2224, 4 (o VRFA— 





2. 2 
Vaya). Indicación. Pasar a las coordena- 


200R? 2226 ash abr 


das polares. 2225, 3 E Y" . 








=i 5 AS a E em - - 
2228, 7 =L a; 7=0. 2220, T=ELZLÍ; y 0. 2280. Pi J=0. 2231. I qm. 








2282. a) To=3¿(DI—d% D) 1x= (DI d8). 2233, 150% 2234, Los, 


a Vax 
Indicación. 1=f dz $ (u+a) dy. 2235, 16120. Indica 
0 Y 


ción. La distancia desde el punto (x, y) a la recta 2=y os igual 


a d= 7% y se halla valiéndoso de la ecuación normal do la recta. 





2236. 1=ghas [7 Y2+3 ln (Y2+1)], donde % es el coeficiente de propor- 


cionalidad. Indicación. Situando el origen de coordenadas en ol vértice, 
a partir del cual, la distancia os proporcional a la densidad de la lámina, 
dirigimos los ojes do coordonadas sogún los lados dol cuadrado. El momento 
de inercia se determina con respecto al cjo OX. Pasando a las coordenadas 


e 
4 aseo 


acosec o 
polares, tenemos: /«=| dp ) hr (r sen p)?rdr+ 


de ) kr (rsen per de. 


uec—m]a 





a 
2237. 2238. n=. 2239. E mos. Indicación. 
Tomar por variables de integración t e y (véase el problema 2456). 
1 Ax i-x-y R VRI2-x2 prS 


2240. pe ¡ dy ¡ Fe, y, 2) dz. 2241. ye He, y, 2) es. 
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Mr 
Laa 
SS 


2242. $ de $ dy 


1 
Fe, y, 7)da. 2243, y 





vaa ¿ 

E 8 4a Y2 

xdy Ñ Hay z)dz. 2246. ¿(314102 V2-27 Y/3). 2245, ze. 
K 

7 1 


3 ya z 
2247. > 2248. Imaz. 2200. EE (1 y3— 


ds 720" ñ 5 











5 


es. 189 aber 4 Ue Re dis: 
2250. zp aes. 2251. ELE. 2252. made. 2253. TEL. 2254, a 80. 2255, q 0%. 


9 
put 8 4 dos 10 ió og 
2250. Gr (=-5)- 2257. ¡gnRó. 2258, Ti. 2250. Fat, 2260, L na. 
ET 

E 2a 2 2a 00s Y 
Resolución. v=2 | dz Ñ dy ¡ a=28dp | rar 
9 











2 


E 
e 
iS 
A 
1 
ml 


dh= 


esla 


pe 
¡ 
0 


cación. Pasar a Jas coordenadas esféricas. 2262. 2. Indicación. 


Pasar a las coordenadas cilíndricas. 2263. -C(3a—4). 2264. sabe. 


atado 4 0/5 abo 
264.1. Vi" 2264,2, (Y 2—1)abc. 2265, E (14 bee). 


== 
2 2acosy 


3 
ES ¡ rar 





2 Indi- 
a 





ea 


2266. 6010). 2267, 2-=0; y=0; i=¿o. Indicación. Introdu- 





- 2 
$» 7=0,7=0. 22609, EL (3aa 4403). 
Indicación, El eje del cilindro se toma como ejo OZ, el plano do la 
base del cilindro como plano XOY. El momonto de inercia se calcuJa con 
respecto al eje OX. Después de pasar a las coordonadas cilíndricas, el 
cuadrado de la distancia, del elemento rdpdrdz al eje OX es igual 
a resontpp ar, 2270. 3072 cop 3a). Indicación. La baso del cono 
se toma como plano XOY; el eje dol cono, como cjo OZ. El momento de 
inercia se calcula con respecto al eje OX. Pasando a las coordenadas cilín= 
dricas, para los puntos de la superficie del cono tenemos: r= M2) y ol 


cuadrado de la distancia del elemento rdpdrdz al ojo OX será igual 
a r2sen?p422, 2271, 2xkph(1—cos a), donde k os el cocficiente de propor- 
cionalidad y p, la densidad. Resolución. El vértico dol cono se toma 
como origen de coordenadas y su eje, como eje OZ. Si se introducen las 


311016 





cir las coordenadas esféricas. 2268. 7 
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coordenadas esféricas, la ecuación de la superficie lateral del cono será 
+ A causa de la 





x 5 
y=H—a, y la ecuación del plano do la baso, r= 7 


simetría se tiene, que la tensión resultante está dirigida por el eje OZ. 
La masa del elemento de volumen dm=prcos y dp dp dr, donde, p, es la 
densidad. La componente, por el eje OZ, de la atracción que ojerce este 
elemento sobre la unidad de masa situada en ol punto 0 os igual 


a LE som y =kp son 1p cos Ydpdpdr. La atracción resultante es igual 





z 


e HA hcosec y 
a ) do | ap Ñ kp son «p cos wpdr. 2272. Resolución, Introduciinos 
% 


las coordenadas cilíndricas (p, p, z) con el origen en el centro de la esfera 
y de forma quo el eje 0Z q por el punto material, cuya masa se supuno 
igual a m. La distancia dosde oste punto hasta el centro de la esfora, la 
desígnamos con la letra E, Sea r= Y pi4-(E—2)2 la distancia entre el ele- 
mento de volumen dv y la masa m. La fuerza de atracción del volumen 
elemental do de la esfera y del punto material m, está dirígida a lo largo 


de + y numéricamente es igual a —km Le, donde y== 7 es la den- 
Fur 





sidad de la estora y dv=p dp dp dz el volumen elomental. La proyección de esta 


fuerza sobro el eje 0Z serás aPr=— PIU cos (52) = my E pa de ds. 
la E VRizaA á 4 

De donde F=—kmy (29 Ñ aja Ñ es- hoy quo q pero, como 
0 —R Ú 


5 
Aunfit=M, tendremos Pm J4Z, 2278, — [peo P de”. 
3Y P N 


x 


2215. a) L(p0>05 b) 2 cuendo p>a; 0) E (50 a) E (070) 
p pa P+pi Pp 





1 
2276. —p- 2277. 





. Indicación. Verivar dos voces e 


Larry as . 2280. 5 In (440). 2281. 1 (Y TZ 02-4)- 
1 


2282. arca 2183. 4. 2284. =;. 2285. 7 - 2286, da- Indicación. 





2278. in É . 2279. arctg 





a a 
Pasar a las coordenadas polares. 2287. 7 . 2288. + 2289. Converge. 


Resolución. Excluimos de S el origen de coordenadas junto con su 

entorno de amplitud e, es decir, examinamos Fe=Í Ñ Mn V2F Pray, 
E) 

donde cl recinto que so excluye es un círculo de radio e con centro on el 
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origen de coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, tenemos 
25 


1 2 1 
ra 124 e e 1 
del dp Ú rlarár=| [mr 4 $ rar] dp=2x (EF) 
0 w 0 e 
Do donde, lim Lo —+ 2290. Converge cuando 2 >1. 2291. Convorge. 
pon 


Indicación. Rodeamos la recta y== con una faja estrecha y suponomos 





lo se 1 1 
i dy i dy 
lim Ñ dl == Fliml dr 1 5. 2292. Con- 
204 ¡ VE=IP "60 | re 
5+3 2. 2 
verge cuando a+. 2293. 0. 2294. in VE43 2095, E 2 


3 PA 
256 a z s YiEm 5 
2296. Gp 03. 2297. GF 114 4 a]. 2298. A, 2299, 2/2, 
2900. (58/74). 2501. VE O et 20 2302. 2mas. 2308.55 (10/1704). 


Tndicación. Ñ F(=, y) ds geométricamento se puede interpretar como 


l 
el área de la superficie cilíndrica que tiene la generatriz paralela al ejo 0Z, 
cuya base es el contorno de integración y las alturas iguales a los valores 


de la función subintogral. Por esto, S==| xds, donde C es el arco 04 de 





la parábola y Fa, que une los puntos (0; 0) y (4; 6). 2304. a Y/3, 


2305, 2994 Eng oresen Y. 2306, VIFR (1 Y IFR 


+ 204 Y ana ) , 4 
a 


20m. ($a, Fa). 2008, 2x0 VIFR, 
kMmb 19 4 12 
230%, === + . ñ- . 212. . +; E 
:309, Vara 10. 4055. 2311. —2na2. 2312. a) 3-5 b) 0 o 5 
3d) —4; e) 4. 2313. En todos los casos 4. 2314. —2x. Indicación. 


515, e y Ñ " 4 
Utilíceso las ecuaciones paramétricas de la circunferencia. 2315. Ju 


2316. —2sen2. 2317, 0. 2318. a) 8; b) 12; 0) 2; d) > e) In(e+y): 
xe Ye 1 mm 
D (ato ac+l ar. 2819. a) 62 D) 4 0) F+In% a) 1+y2. 

x a 
2320, YIF23— y TFÚ2, 2322. a) 22-4+32y —2424C; b) 222% + 2y3y94C; 
c) eV (a+y)+C; d) Infr+yj4C. 2323. —2na (040). 2324. —aR2cost a. 
31 
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2385. (£422) RO. 2326. a) —2; b) abe—1; e) 5 V 3; d) 0. 2327. I= 
'. 
=/ [ srazay. 2328, —£. sem. 27. 2330. —G- 2831. 0. 2832, a) 0; 
(s) 
b) 221. Indicación. En el caso b), la fórmula do Green so emplea en 
el recinto comprendido ontre el contorno C y un círculo de radio suficien- 
temente Pequeño con centro en el cogen do coordenadas. 2333, Reso- 
lución. Si se supone que la dirección de la tangente coincide con la 
dirección del recorrido positivo dol contorno, tendremos que cos(X, n)= 





di Pr di ' 
=cos (Y, 1)=G2, por consiguiente, $ cos (X.n) as=$ SL ds=$ dy =0. 
6 Cc 6 
2334. 25, dondo S es el área limitada por el contorno C. 2335, —4. 1Indi- 
cación. La fórmula de Green no se puede emplear. 2336. xab. 2337. mes, 
2338. Gra? 2339. Zas, Indicación, Poner y=tx, donde ¿ es un pará- 


2 
metro. 2340. Ey PAL. n (Re) (R+21); Gx R? cuando R=r, Indicación. 
Rár 


7 





La ecuación de la epicicloide tienc la forma z=(R+-r) 00s t —r cos de 


R+r 
r 
círculo fijo, trazado en el punto de contacto. 2342. 1 (R-—r)(R—2r); 





y=(R-+r) sen t—r sen £, donde z es el ángulo de giro del radio del 


Hue cuando e: ludicación. La ecuación de la hipocicloide se 
obtiene de la ecuación de la epicicloide correspondiente (véase el problema 


2341) sustituyendo » por —r. 2343. FR. 28/44. mg (2, —23)- 2345. + (0252), 
donde k es el cooficiente de proporcionalidad. 2346. a) El potencial 
U=-=mgz, ol trabajo mg (320); b) el potencial U=-E, el trabajo 


7! e) el potencial UL), el trabajo 
Eme). 29, Eras, 2348. AVE, 2349. O. 2350. nado, 
nat 3 25 Y544 1 Vv2 
Y. Hal 50 2 3 AVI cesa pa 2355, a) 05 
a E 4 D6VI=0" 2 " 





añ, 


mM —| $ (cos atcosf+-00s y) S. 2358, 0. 2857, da. 2358. —na?, 2350, 


AR_0Q 0P_ IR 9Q_9aP 25 
A IN (=+y+2) de dy de. 
) 
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2363. 2x | Ñ SEM. wi (HZ) dz dy de. 
(m 

















VIFR+A" 

2805, 3af. 2306, 7. 2367. Ha, 2308. ISA. 2871. Estoras; cilinros, 
2372. Conos. 2373. Circunferencias 22+y2=0f, 2=0z. 2876. grad U (4)= 
=M-3)—3k; |grad U(4)]=VW=3 VU; 22=xy; 2=y=2. 2877. a) L; 
b) 21; 0) 3d) (1) E. 2878. grad (cr) =03 las suporficios de nivol son 
planos perpendiculares al vector. 2379. 22-22, 27. 1 grad U| cuando 
y 9U_ cos(t,r), au 2 

amb=e 2880, E MEGA, m0 cuando ¿lr 2382 2. 


2983. diva=ÉF()4f (1). 2385. a) dive=3, rotr=0; b) div(re)="2, 





rot(re= 222 y dina e, romeo 








2386. div v=0; rotv=20w, donde o4=0uk. 2387. 20, donde m* cs el yoctor 
29 av A 


pl 2 0 E 
unitario paralelo al eje de rotación. 2388. div grad Y = 77 arta g 


rot grad U=0, 2391, 31R*H. 2392. 0 aR2H (324-287); b) ARA (R24+2H3); 


2393. div F=0 en todos los puntos a excepción del origen de coordenadas. 
El flujo es igual a 4am. Indicación. Al calcular el flujo, aplicar el 


7 
rn 0 
teorema de Ostrogradski—Gavss. 2394. 2027, 2995, 220. 2390, 0 $ r/() dr. 
ro 


2397. LL. 2398. a) No tiene; b) U=2y2+C; 0) U=2y+x2+y2+C. 2400. SÍ. 











Bapitulo Vill. 192 
1 1 a n+2 
201, po 2 y 208, a O, zo 2005, > 
2n 1 1-3.5... (2n—1) , 
2406. Pz" 2407. AFD" 2408. 17.2)" 2409, (—AJAHL, 


n+L 
2410. n 1-10". 2416, Diverge. 2417. Converge. 2418. Divorge. 2419. Diverge. 
2420. Diverge. 2621. Diverge. 2422. Diverge. 2423, Diverge. 2424, Divergo. 
2425. Converge. 2426. Converge. 2427. Converge. 2428. Converge, 2429. Converge. 
2430. Convergo. 2431. Converge. 2432. “Esnverge. 2433. Convergo. 2434. 
Divorgo. 2435. Diverge. 2436. Converge. 2437. -Diverge. 2438. Converge. 
2439. Converge. 2440. Converge. 2441. Diverge. 2442, Converge. 2443, Con- 
vergo. 2444. Convergo. 2445. Converge. 2446. Converge. 2447, Converge. 
2448. Convorgo. 2449. Convergo. 2430. Diverge. 2451. Convorge, 2452. Diverge. 
2453, Converge. 2454. Diverge. 2455. Diverge. 2456. Converge. 2457. Diverge. 
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2458. Converge. 2459. Diverge. 2460. Converge. 2461. Diverge. 2462. Converge. 
2463. Diverge. 2464, Convergo. 2465. Converge. 2466. qu 2467. Diver: 


go. 2468. Divergo. Indicación. “Eti>4. 2470. Converge condicio- 


'n 

nalmonte. 2471. Converge condicionalmente. 2472, Con absoluta- 
mente. 2473, Diverge. 74. Conve condicionalmente. 2475. Converge 
absolutamente. 2476. Conve condicionalmente. 2477, Converge abso- 
lutamente. 2478. Converge absolutamente. 2479. Diverge. 2480. Converge 
absolutamente. 2481. Converge condicionalmente. 2482. Converge nbsoluta- 
mento. 2484. a) Diverge; b) converge absolutamente; c) diverge; d) converge 
condicionalmente. Indicación. En los ejemplos a) y d) examinar la serie 
Y) (e2i1 + 021), y en los b) y e) investigar separadamente las series Y] ao, 
R=1 == 


o 
y Y as. 2485. Divergo, 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge 
k=t 
absolutamente. 2488, Converge condicionalmente. 2489, Diverge. 2490. Converge 
absolutamente. 2491. Converge absolutamente. 2492, Converge absolutamente. 
o eS 
3 y Ll 1 a 
2493, SÍ 2494. No. 2493, DA converge. 2496, 2 man" 
n= n= 


convergo. 2497. Divergo. 2499. Convergo. 2500. Convergo. 2501. | R|<Lz > 


1 d ¿ 
[o] < gps Ri<O, Rg>0. 2502, R< arpa: Indicación. 
El resto de la serie se puede acotar valiéndose de la suma de la progresión geomé- 





trica, que excede a dicho resto: Ry =4p Eat mm 5 + % ]< 
: IE! yo 4 +2 4 
<ol> + (5) yt). 2508 a AF 
1 
Rip < 3:1078. 2504. H<m<h- Resolución. Aa pp? 


1 de El pe ENE 
tata trat lr +2) 
+( 1 1 pi ef 1 dnul 

Ca o re ii 


2505. Para la serie dada es fácil hallar el valor exacto del resto: 
1 16 1 y2n-2 
alu) 


Resolución. —Ra=+0 (4) "+00 (3 





2 
1d +... Multiplica- 


mos por (y - 
3) + 


Er (E (A 
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Restando, obtenemos; 


Era (TA 





Ne aquí encontramos el valor de R, que se da más arriba. Poniendo n=0, 
2 
hallamos la suma de la serie S=(¿8) . 2506. 90; 990. 2507. 2 3; 5. 
2508. S=1. Indicación. at 2509, S=1 cuando 2>0, 
$=—1 cuando z<0; S=0 cuando z=0. 2510. Cuando z>1 os absoluta- 
monte convergente, cuando z<1 es divergente. 2511, Cuando + >i es 
absolutamente convergente, cuando 0<z<1 converge no absolutamente, 
cuando z.<0 es divergente, 2512, Cuando z>e es absolutamente conver- 
ges cuando 1<z<e converge no absolutamente, cuando z.<1 es 
ivergente. 2513. —w<z<co. 214. —0<zx<00. 2515, Es absoluta- 
mente convergente cuando z>0; es divergente cuando z<0, Resolu- 


ción. 4) ln y cuando z>0 la serie cuyo término goneral cs 


Le es convergente; 2) ¿a cuando z-<O0, y cosnmz no tiende a cero 
al 8 53 


cuando n—»-00, ya que si cosnz=>0 se deduciría que cos2nx——1; de 
esta forma, cuando z<0 no se cumple el criterio necesario de ponerla: 
2516. Es absolutamente convergente cuando 2 z<(2x414)1(4=0, +1, 
+2, ...); en los demás puntos es divergente. 2517. Es divergente en todas 
partes. 2518. Es absolutamente convergente cuando z=*0. 2519. z>1, 


21. 20. 259 2<1. 28. 2>1, 2<—1. 222 2954, 2<4%. 





2523. 251, 2<-1. BA, —1<E<G, FEA. Indicación, 


o 
Para estos valores de z converge, tanto la serie Na, como la serje 
ñ=1 


Y 2. Cuando [21>1 y cuendo [=|<-=5 el término general de la 
2hgk TR 


h=1 
soríe no tiendo a cero. 2525, —1<2<0, 0<x<1. 228. —1<x<1. 
1 


2527. —2<1<2 BB. —1<T<1 252 ASS: 
2530. —1<2<1. 2531, —1<x<1. 2832 —1<z<1. 2583. —0o0o<1<oo. 





2534. 2=0. 2535. —coo<z<oo. 2586. —4<2<4. 2587. <i<g. 
2538. —2<2x<2. 2539. —e<z<e. 2540. —3<1<3. 2541. —1<x<1. 
2542. —12Z2<1i. Resolución. La divergencia do la serio cuando 


|z1> 1 os evidente (es interosante señalar, que la divergencia do la sorie 
eu los oxtremos del intervalo de convergencia x==1 se puede com- 
probar, no solo valiéndose del criterio hecesario de convergencia, sino 
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también con ayuda del criterio de D'Alembert). Cuando |z|<1 tenemos: 


1 m1)! 
lima [LED li 1 Jl 48) (a ia 2 EL 
q noo no no | 1 [7 
E 
(la última igualdad se puede obtener fácilmente aplicando la regla de 
L'Hópital). 243. —1<z<1. Indicación. Valiéndose del criterio de 
D'Alembert no sólo se puede hallar el intervalo de convergencia, sino 
tambión investigar la convergencia de la serio dada en los extromos de 
dicho intervalo. 2544. —1<2<1. Indicación. Valiéndose del criterio 
do Cauchy no sólo se puedo Hajlar el intervalo de convergencia, sino 
también investigar la convergencia de la serio dada en los extremos de 
dicho intervalo. 2545. 2<2<8. 2546. —2<2<8, 2547. —2<1<4 
2548. 1<2<3. 2549. —4Zr<I—2. 255. r= 255. —7<1I<=3. 


2552. 0<2< 4. 2553. e =<?. 2554, —e—3X 2 e—3. 2555, — 


no nz 














LaS0. 256,214. 2557. 1<3<3. 2558. 302201. 2559. ile 


<acipt. Indicación. Cuando tol la seric os divergente, 


1 qu 





= 1-40. 2560. —202<0. 2501. 1< 2063, 
ra 3 


2502. 125, 2563. 214. 2564. [2 << 4. 2505. 12 |< 1. 2560, [221] < 3. 
2567. [2 |< Y 2. 2568. 2=0. 2569. |2|<o0o. 2570. [21<3. 250, — ln (1—x) 


ya que lim 
nro 





E 
1 A 1 
2570, arotga(]z|< 1) 2580. ¿pelle l< 0). 258. ¿pr Ur 1< 0. 
9589 2 z e 1 e 
2582 Iprllrl< io. 2580. ¿Ep loi> 0). 2584. + (aroug a 
4, 1-2 Dias a y3 a E , 
— Mn) aro. 2585. IS Indicación. Examinar la suma 


1 





de la serie z —... (véase el problema 2579), cuando x= 





¿n 





2586. 3. 2587. At 


nl 


lan y 
(<< 00). 2588, sen (+)> 


d 2 i 
z =—— a 
Fo Ho? »6 a 





Y Fu xl a zi 

ler 
al 5 4 

2589. eos (1+a)=c08 a—z sen a pi 00s af Sen a+ -q 


a 2590. sonta= 





COS at... 


242 
2! 


co<<00). 25M. In (2+2)= 





2gl , 2620 1 PAG 
E A O (2n)1 
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Ha E (222) Indica 


ción. Al invostigar el resto, bbiltceso el teorema sobre la integración 





de la serie de potencias. 252. =- Y) (143) ((2)<1). 








(2 
n=0 
ES 
3r— o 2 e 
cien a (1+ 51)= ((21<4) 239, ze t=z+ 
n-0 


zo “o 
+A CA iy 2595. “+ E o<r<o). 





(n—1)! a! 
2596, z EN o<=<0. Bm. 14 Y (a ro PA. 14 
n=1 
— 4)" (22) o = +2) 32M. z2n+L 
++ ¿o O 
pa 





= Zan+L na 4,4 
x(—0<2<00). 2600. Y ("GT 3< 13). 200. qH3x 
n-0 


132% 13:50 1-35... (2n—1) 21 á 
xr dl at at aa 





2602. Y E e 07 1< 0) 2603. y A 


. n=1 


< 3041 
2604. “Y E 1D. 2005, Y (0 1 
pa] n=0 
y ¿2n+1 
2606, ap MT ID 
A 2324800 1:35... (004) pt 
20. io o WO A 21 










(= |<. 2608. E sea 2609. 1+ 
nm=1 


+ (mati) 200. 843 51 PE 
n-2 2:22 2.549 m=1 
2 ES E 
(—o<r<o). MU ata at AS 





2:58... (Bn—4) 2 1 1 de 
E (oo), 2812. LA (;=+pa)* 


n=1 
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3 sl (143202) gan E zen 
a<i<a. aa. 14 O 100). 2614. e 
n=1 n> 


(le1< Y2). 2615, m2) (ram E t<z<0m. 


n=t 


Z ds gan+l E 
2616. Y 1 Ara o<z<o00). 2617. Me 
a (I=|<oo). 2618. Fe yu (a1<0. 2619. 24 
« 135... a 
EAS A A nt. (2 <A). 2090. 24 


IA 
225 275 
E 


gl 
2623, A 2624. (Es 


2. 
A O E 
A a 

EE + 0) 20 rt 
HE. 2626. Indicación. Partiendo de las ecuaciones paramétricas 


de la elipse z=acost, y=bsen t, calcular la longitud de la olipso y la 

expresión obtenida desarróllese en serio de potencias de e. 2628. x3—22%— 
2-2=-—78-+59 (2-4 El AR TA co< 2< 00). 2629. f(1+h)= 

=500 40832424 (4 4) A24-5R5 (=0< 200; 





o <i<o). 2680, Y) (amor <2. 2681. Y) (nx 


n=í n0 


x (21) (0<2< 2). 2632) (+0 (41" (2<1<0). 


no 
ES 


2683, Y] (A) (44) (6 2. 2684, Y) (ao EE 
n=0 n—0 


(—2-Y3<r<—-24+V3). 268. (3 EL] e <o 


—4_1 (64%, 13 (2-4) 135 te 4 e 
E A a EX 


(+. (E 
1-3:5... (Qn—3) (2-4) E 
08. 2 a Hr (0<=<8), 2837. y a A E 





2636, 2457 





mí 
E 


(e|< co). 2688. HE e WA 


ni 





(| |< 00). 
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e 
0 2 2 o<z<oo) Indicación. Hacer la 








ni z 
n= 
sustitución + y desarrollar Inz en serie de potencias de 1. 
2 4/2 y, ,13/ 2 y 1:3-5...(2n—3)/_z yn 
200. 7 15) +21 (5) + (1) 
1 1 1 EJ 
+ (-5<:1<00). 2641. 1RI<< gp: 42. IRIS <> 2668. q 
1 y3 1y5 
21,42) MO: A Indicación. Para demostrar 
AE ES AAA 5 


qu el error no excede de 0,001, hay que acotar el resto de la serie valiéndose 


le la progresión geométrica gue excede a este resto. 2644. Dos términos, 


3 3 
os decir, 17. 2645. Dos términos, es decir, a—- 2646, Ocho tér- 


7 
mínos, es decir, 14) + 2647. 99; 999, 2648. 1,92. 2649. | R|< 0,0003. 
mel 


2650, 2,087. 2654. |=]<0,69; |=]<0,39 |=/<0,22. 2652. |=|<0,39; 
|x[<0,18. 2653, ta” 0,4931. 2654, 0,7468. 2655. 0,608. 2656, 0,621. 


(ayan 


2657. 0,2505. 2658. 0,028. 2050. 14) (1 of 


n=1 


(0 << 00 


-o<y<e. 260. Y (1 E 


n1 


A os 
= 2. ¡2y2n=1 he 2e 
—«o<y<oo). 2661. > A —00 Y < 00). 


n—1 


day 


Hay 


a 

2662. 142 )) (y—2J" [yl <1. Indicación. 
ni 

arq” 


Aplicar la progresión geométrica. 2663, — ); =—; 


ni 


(i<a<t —1<y< 1) Indicación. 1—2—y+oy=(1—2) (14). 


2 
+iTu=3* 


2664, >) (—17" rn (A1<<t; —1<4<1). Indicación, 


n=0 


arotg E =arctg z+barctg y (cuando [2[<1+Jy1<1). 2665. 4h, v4h1)= 
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=0114 2bxy -)- cy? 4-2 dy) h +2 (b: 4 ah24 2bh e 
O A Da 
0 


ho... 2670. a+ + aye. 





a e 
¿$ [E—BE0H2" ga, “Y a: h= 


n=1 


me 


to e Day? 


2069, 141+ 3 


aja 








ata lua sen (2N+4) x . aos, as +0 
2671. > ri sO= ¡(+ n)= > 
n=0 





dá b 2 (b—a) a cos (2n 1 E E ñ 
os. 271 2420 y a) Y aya Ena, 


n=1 
s<n=+ 5. 2073. PY a Síen=n 


n=1 








2674. EY «7 +2 ha cos nz—n sennz) ] o S(Em=chaa, 


a 
2875. Zoe en y (1 AS 2 + Si a no es número entero; sen az, si a 





nl 





es múmoro ontoro; S (+) =0. 2676, 2022 [ LA Cort 


7 


acom 
—an y? 
28h ax 


si a no es entero; cos az, si a es entero; S(+a)=c034n, 2677. E 


y s mE acosna” 
e MS (20. 2078, [53 E 
5 











wn 
S(en)=ohan. 2670. Y 222, aso. Y] A 


ql ni 


Sonmz, cos(2n—1)z mt 
1. a) 23 (ya +2 EN + 





E 
2 V3 
S 
2682. a) ); bpsonnz, donde ba-3= 
n=1 


nt 


2n 8 fic 
CAR: Y MBE + 





2 





“o o 
a 
b) 3 44 (yr E 1 = ¡y _ 2683. a) 2 rx 


n1 n=1 
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Ag AAA 20 —K—z 











am 7% A 
sa Ea y A, a y 1 a HN Ze 
e 4—cos > e sento 
«2 sennz; b) 4 , E ens 2685. a) £» 
n=1 
sona). a cos 2 (204) 2 
x Y A pr 5) EE AE 


a=1 


E 
(1 =(— Lada 
2686. eS donde ba (A 1 FA: 


hi 
A E 
8 x sen(2n—1)x 3 a m1 2 S0n nz $ 2h 
2080 OS sie 12055) 2! ar PA 
de EE 


(LY corno) 200 DAS Y can] 


n=1 ni 





s09z + E. us 1 Cos Znx 
2691. 1— E 1 Lo 1 a]. 
> pu 





(2) cos 2nz de =2 ) /(=) cos 2nz de+ 


2694. Resolución. 1) Gon ES 


Sua 


/ (2) cos 2nz dz. Si se hace la sustitución ¿| en la primera 


2 
+ 7 


Paeaa 


integral y => en la segunda, valiéndose de la supuesta identidad 
(+) ($). es fácil observar quo 2 =0 (n=0,4,2,...). 
zx 

2 


2) ban= y peri =2 


eLamja 


2 
f(x) sen 2nz de -f- pl 1 (2) sen 2nz de. 
= 


La misma sustitución que en el caso 1), teniendo en cout da supuesta 


identidad (E) nos conduce a las igualdades bon =0 





“o e 
£4 1 4 cos (2n 4-1) nz 2 sen 2112 
(u=1.2, ...). 2605. 7») AS A E 
$= 


n=1 
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ANZ rar anz 
E cos ———an sen ——= 2 sen 
T 17 |. 2688. 10 E 
2697. 64 “3 1)" Pz | 5.23 yr » 
n=1 
e en naz 
2 ny sen2(n—1)ax ba 0000 ES E, 
2600, 0) E] 22D y, :a) pa — + 
n=1 n=1 
nas cos Ar a > 
Di 0 O) Y sn, donde bar 
ni n=1 
8 a pa b b) 412 5 nt sos 5 
E [ha any] si 16 2 m3 
nai 
E, sepas, 
210% E a Pap” NS 
2.2931 2 
, cos 2naz 
A ÓN 
nme1 n=i 


Capítulo 1X 


2704, Sí, 2705. No. 2706, Sí. 2707. Sí. 2708. Sí. 2709. a) Sí. b) no. 2740. Sí. 
2714. y—zy'=0. 2715. ay'—2y=0. 2716. y—22y'=0. 2717. zd2-+ydy=0. 


2748. y =y. 2749. 3y2—2%=2xyy". 2720. xyy" (2y24+1)=1. 2721. y=ay" + 


2722. 2xy"+y"=0. 2728. y"=y'—2y=0. 2724. y" +4y=0. 2725. y"—2y'+ 
+y=0. 2726. y"=0, 2727. y”” 2728. (1+4y"2) y""—3y'y"2=0. 2729, yi— 


— 2125. 2730. y=2e2%, 2181. y=—cosz. 2782. y= (Set 4De—4e%s) 


2738. 2,593 (ul valor exacto y=e). 2739. 4,780 (el valor exacto y=3(e—1)). 
2740. 0,946 (el valor exacto y=1) 2741. 1,826 (el valor exacto y="V3). 


2742. ctg?y=tg2x-+C. 2743. A y=0. 2744, 224y?%=InCz0, 


Ca 
"Atar ” 














2765, y=af 2746. tgy=C(t—e%); 2=0, 2747. y=Csenz. 


2 
2748. 2e? =Y 2 (1+e%) 2749. 1py2= 3.2150. y=1. 2751. arctg (2+y)= 


=54C, 2752, 32424 4+1=2tg (434C). 2753. 2+2y+3 In | 274+3y—7|=C. 


2754. 5x-+10y +C=3 In] 107—5y +6|. 2755. + o yl=202+ 02, 
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a 
—In|cosp|+€ o In|=|—-L; =C. 2757. La recta y =Cz 


256: Inp= = 





2 cos? p 
o la hipérbola y=t. Indicación. El segmento de tangente es igual 
z 
NA —+. 2760. y?=2px. 
á Va+(2). 2758. yiat=C. 250. y=Ce * 


z 
$ zy de 


2761. y=az?. Indicución. Por la condición > i2. Derivando 


qu 


dos veces respecto a 2, obtenemos la ecuación diferencial. 2762. y2=-F 2. 


VER 
2763. y= Y TTA+2 m2 va 2 . 2764. Haz de roctas y=hx. 2765. Fami» 


lía de eclipses semejantes 2224 y2=0C?. 2766. Familia de hipérbolas ?—y*=C. 
2767. Familia de circunferoncias 1?%4+(y—b)?=b% 2768, y=zxIn 








re 





5 
2700, y= LE 27m0.1=C0V. ZN. (CPPOA (0 IA 
=22 97. Y E Mjyj=0. 2783, y 2—L; 20.277. (224 
y=_z. Y G y|=C. y=3 3 i*=0. . 








4) (e+Ua=C. 2775. y=2 / ha am. (e+y—05=C (240) 


2777. 3x+y+2ln[24y=1|=C. 2778. Inj4r+8y4+5|4+8y—42=C. 
2179. 2=1--2y. 2780. Paraboloido de rovolución. Resolución. Grovias 
a su simetría, el espejo que so busca os una suporficie de revolución, El 
origen de coordenadas se sitúa en el foco luminoso; el eje OX es la direc» 
ción del haz de rayos. Si la tangente a cualquier pu M (z, y) do la curva 
de la sección hecha por el plano XOY en la superficie quo se busca, forma 
cor el eje OX un ángulo p, mientras quo el segmento que une el origen de 
coordenadas con este punto M (zx, y) forma un ángulo a con ol mismo eje, 
PS Poro, tga=L ytgg+y'. La 0cua- 
ción diferoncial que se busca es y—yy2=2zy' y su solución y%=2Cx-+-C2, 
La sección plana es una parábola. La suporticio buscada, un paraboloide 
de rovolución. 2781. (-—y)2—Cy=0. 2782. 22 =C (2y-+C). 2783. (2y?—2%)8= 
z 


tendremos que tg a=tg 2p= 





=Cx2, Indicación. Partir de que el área es igual a Ñ var. 2184. y= 


? 
E TR 
=Co—aln]el. 2785 y=Cothat. 2786, yd E. 287.2 VIF RA 


+cosy=C. Indicación. La ecuación es lineal con respecto a z y > 
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ue a 
2788, 2=Cy2 z 0 y 0, =h(ViZAy 








+ arcsen 7) y Z. MA ym 
c 4 

ES EN ==, 5.3 008 E. 27907. xy=Cy? +02, 
Pla. 279, 2 2195, y (8400093) 2. 2797. ay=Cy? a 


z 
dz > 270%. y (et4Cz)=1. 2708, y2= 


2798. y2+a+ay=0. 2799. += ln Z.. 2800. L + 2d, 2801, 224 y9— Cp 


3 A 
+a2=0, 2802, Pay +y2=C, 2803, Frac, 2804, EL 


3 

— me 2805. 24 yt 2arctg E=C, 2806. 2t—y2=Cy3, 
* 

an = ja z al 1 í 

2807. =7-+ ye Y 2, 2808. Inj2]—L=cC. 2809. GET =C.2810, 7 In ade 


+ hac. 2811, (xson y-|-y cos y —son y) e*=C. 2812, (2209-41 -—2Cy) (224 


“+ C2—2Cy) la intogral singular es 22—y2=0. 2813. La intogral gene- 
ral es (y+C)I=42%; intogral singular no hay. 2814. La integral general 


2 2 
es (F-1+0) (+0) =0; integral singular no hay. 2815, La 
integral general es y24+C%=2Cx; la integral singular, x2—y2=0, 








1 V3 z=sen p+1n p, 
2816. y =-3-cos=t 7 Sen z. 2817. Í y=psenp+cosp+p+C. 
=P por C, 2 
2818. =2-=-40 
2818 ASES 2819. pe POS 
y=p?+2)h po 


La solución singular es y=0. 2820. dy==*+4+p?, ln lp=2=C+ => 





—. 24 p2 
282, ln VpFEyidarog=C, 010 35 —- La solución singular es y=e", 


2 
2822, y=C4 E; y +2, 2823. em sed 
Ein y=p+ VIP, 
2—CeP—2p+2, 1 
2824. ES 
taras 2=-37 (Cp *—p), 


2825. 
1 


dices dls 
Y=-=7 (Cp? + p3). 

Indicación. La ecuación diferencial, de la que se determina z como 

función de p, es homogénea. 2826, y=C2+4-C%; mz. 2897. y=C2+C; 





solución singular no tiene. 2828. y=C14 V1IFCE 224y2=1. 2829. ya 
=Ci + vi=4e, 2830. zy=C. 2831. Una circunferencia y la familia 
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1 
do tangentes a ella. 2832. La astroide 2/9 4-y2/3=a2/3, 2833, a) Homogénea; 
y=xu; b) lineal con respecto a x; z=uv; €) lineal con respecto a y; y =uv; 
d) ecuación de Bernoulli; y=uv; e) con variables separablos; f) ecuación 
de Clairaut; reducirla a la forma y=zy” + Vy?; g) ocuación de Lagrange; 
derivarla con respecto a zx; h) ecuación de Bernoulli; y=ub; i) reducible 
a una ecuación con variables separables; u=x-+ y; j) ecuación de Lagrange; 
derivarla con to a x; k) ecuación de Bernoulli con relación a z; 2=uv; 
1) ecuación en diferenciales exactas; m) lineal; y=u»; n) ecuación do 


Bernoulli; y=uv. 2834. a) son L= —In]=|-+C; b) 2=y:0 4F0, 2885, 284 
z 1 

+y1=C42. 2896. y==¿ > 2897. xy (05102) =1. 2838. y=Cz+ 

+C InC; la solución singular es y =—e"(5+1), 2839. 


tal 
WED 


=C2+ Y —aC; la solu- 
Bm, Lerma — 





ción singular es E 2840. 3y+In 





1 
=arotg y — ln (1+y2)=C. 2842, y=22(14Ce*). 2843, 2=y2 (C—e”1). 


2844,  y=Ce""MIbsnz—í. 2845, y=a CY IA. 2846 y= 





FT + ln] 140). 2847, 2=Ce"20 420 (14500 y). 2848.74 32494 


+In [(2—3)10|y—41 [9] =C. 2849. 2 arotg 22 =InCx, 2850. ni + 
5 E 
YCo Y. 285, 2=CeU—y—2. 2852. V L+imj2]=c. 2853,  y= 


=sarcson (Co). 285%. yI=Ceor sonetos, 2855: 29 =C(y—1). 


2856. 2=00-L (sen y-+cos y). 2857. py=C(p—1). 2858. 24 =Cesv—y9— 





PI 28. (HO (4 O =0, 2800. VAFRE 
E E Si 
2861. xel—y2l=C. 2862. De P 7 Fam VIE. 
y=2p34 VIFp 
v+ 


2 
2863. y=xe", 2804, 2%—yi=Cy?. 2805. In|y4+2]4+20rcg 3 =C. 
v 


Ye 
e z 
2806. y24+Ce 2 + Í—2=0. 2867. 22.y=Ce". 2868, 24 =C. 2800, y= 


Cat it adn (+ VAT 
eo > 287. y=Csmra 8 y 


2872. (y—Cz) (y2—224C)=0. 2873, y=ce+ da, =vzn 287%. 234 
+ ya—y=C. 2875. pPrdyt=Cp, 2876, y=2-1. 2877. y=x. 
321016 
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2878. y=2. 2879. y=0. 2880. y => (sen 240052). 288. ÓN 
2882. y=e""+20—2. 2883. a) y=x; b) y=Cz, donde C es arbitraria; 
el” punto” (0; 0) es e) punto singular de la: ecuación diféroncial. 
2884, a) pos b) y2=2px; (0, 0) es el punto singular. 2885, a) (2—C)24 
+y2='C% b) no tiene solución; e) 22-+y2==x; (0, 0) es el punto singular. 
2886. y=e*/%. 2887. y=(V22+ VI). 2888. yl=ter", 2889. F=Ce"D. 
Indicación. Pasar a Jas coordenadas polares. 2890. 3y2—22—=0. 
2891. =p. 2892. 224 (y —b)2=52. 2893.. y2pi6r=0. 289, La hipérbola 


y2—z%=C o la circunferoncia 2%4-y2=C9, 2895, y =-9 (+72). Indica- 


x 
ción. Partir de que el área es iguala | yaz, y Ja longitud del arco 
g 
0 


> 


j VTFyTdz. 289. 2 +0 2897. y?=4C(C+a—2). 2898. Indicar 


ción. Aplicar el hecho de que Ja resultanto do la fuerza do gravedad 
y de la centrífuga es normal a la superficie. Tomando el eje do giro como 
eje OY y designando por o la velocidad poa de la rotación, obtenemos, 
para la sección plana axial de la suporficic que se busca, la ecuación 


di 
diferencial ¿HL =«%w. 2809. p=eT0000107, Indicación. La prosión 


en cada nivel de la columna vertical de aire se pnede considerar como 
depondionte exclusivamente do las capas que descansan más arriba, Empléeso 
la loy de Boyle—Mariotto, según la cual, la densidad es proporcional a la 


prosión, La ecuación diferencial buscada es dp=—kpdh. 2900, a==y hi, 





Indicación. La ocuación es ds=kw-7 E dz. 2001. e=(p+50)1. 


2902. P=a+(T¿—a)e="!. 2903. Dentro de una hora. 2904. (=400 (3) 


r. p.m. 2905. En 100 años so desintegra un 4,2% de la cantidad 
de 
inicia! Q.. Indicación. La ccuación es L2=xQ 0-0) [5)%0, 
2006, 4352 seg. Indicación. La ecuación es m(h--2h)dh= 
4 y 1 da e he 
=í (7) vdt. 2907. To" Indicación. La ecuación os dQ=—kQ dh; 
1y+ gm de 
Q=0 (5)7. 2008. 0 > Y LE cuando tco(: es ol cooficionto 


de proporcionalidad) Indicación. La ecuación es mL =mg — hot; 


VE yE a ao " 
p= iS t +). 2909, 18,1 kg. Indicación. La ecuación es 
1 


. B 
de z des E am 
Rd) 20 1 fa 2 


(R sen ot— Locos ot) + Las 
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Indicación. La ecuación es Ri+L TE son ot. 21. y=zInjzl+ 


+C2+Cz 2912. 140 (c+ 


2914. y=C;+Colnfal 205. y=Ci%. 26. y=+ VU SFC, 
2917. y=(14CYln]2+0,|—Cj2+C7 2948. (2--Cy)=atm|sonY— a, 


y 2943. y=In|etr4C, |—2+Cp 


sen 








2919. y=2(n12 19404 Im]214Cs 2920. == 1m| Hg |+050+0. 
2921 yc +. 202, ye | Y TTALC 7 aroson yr ] +62: 
2923. y=(Cpet+A)apC7 292. e e yea o 
(solución singular. 2925. y=Cjr(2—C)+O5 y=L+0 (solución sin- 
gular). 2926, OS 2927. y=son(C,+2)+ 


CAC 2028. yet 2990. y= (IR) 20 y +. 





p . 14 Coge S y—C: 
2081. y=C2%. 2982 y=C, pe y=c. 2938, 2=Ci+In | 
P e AE ja is 
2904, 2=C,— ln | Lo | 2985. z=C,y2-+ y In y + Co. 2936. 2y2—da! 





1—x2 


2037. ly=x+41. 2088, Intel . 125311 ACES) + 


yola 294. y=2e. 





+ miel. 2080. 


er 






2945. y== 





242. 2=—3 tua 2943. y=e", 2044. y2= 
2yz > 
3 








z S . 2946. y 2947. y=sectx. 2948. y=sen<+1. 
2 
2949. > 2950. 2= e. 2951. No tiene solución. 2952. y=e*. 


3 
(144) 4 — 
2953. y=20121=2. 2954. A e (2+1)7 +C0. La solu- 


2 
ción singular es y=C. 2955. rabo La solución sin- 
pd 





gular es y= +C. 2956. v=5 (C¿+a)4 Cor Cg 2957. y=Ci-+ 
FO; y=f—e"; y=—14e7*; la solución singular os Az: 


30 
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2958. Las circunlerencias. 2959. (2—C;)2—Cey2-+KCj=0. 2960. La catenaria 
y=ach 2%. La circunferencia (2—2p)24-y2=a?. 2961. La parábola 





(e—zp)=2ey—=az. La cieloide 2—zpy=a(t—sent) y=a(1—cos1). 





CH 
2962. e0+ó2 900 (az+Cy). 2963. La parábola. 2964. y==+-7 a — ¿HH 
12H 240 
Hat Y HC 0 y=ach ES 4.Cy, donde A cs la tensión horizontal 
2 
constante y L- . Indicación. La ecuación diforoncial es EY == 
q V (E % 6 sue ds 
=F Y 1+ my 2065. La ocuación del movimiento es ¿== 


2 
=g(sena—pcos a). La ley del movimiento es E (sen  — $ COS 0%). 


k 
2006. eE men (1 /, +7). Indicación. La ecuación del movi- 


$ 
miento es mE = mk ($) + 2967, Dentro de 6,45 seg. Indica” 





ción. La ccuación dol movimiento es q 72 ——100. 2968, a) No; D) sí, 
€) sí; d) sí; e) no; f) no; ) mo; 1) sí, 2009. a) vigo 0; b) y"—2y'+y=0; 
0) el" ds ; a) y" 3y py —2y m0. 2070. y=dn at d de, 





2971. y=l (o, senz-+Cz¿c0s x). Indicación. Emplear la sustitución 
2 
y=yu. 2072. y=Cj+Colnz. 2973. y=4+Br2420. 2974, y= + + 
B 
=AÁz Hr «Indicación. Las soluciones particulares de la ecuación 


1 4 tant 
homogénea son y¡=x, Ya==7 - Por ol método de las variaciones de las 


3 
constantes arbitrarias hallamos: C¿= 5 C¿= —F+2. 2975, y=A+ 


ATAR in sabe lbeccilafeosa] on cos 2016, y= 
E ele 2077. y = Ce E Oaedt, 2978, y Cy + Cge. 2076, y =C1 008.2 
+ Cason.s. 2980, y =e* (C, dos 24 Casen 2). 2081. y 0-22 (C,cos de 4 C¿senda). 
2982, y=(C,-+Cgx) 07%. 2983. y=e2x (Ce VE 40707" 2). 2984. Si ko>0, 
y=0 VR Goo VE, si k<0, y =C,cos Y/ KZ 4+Co son Y 2.2985. y= 
x vE UN x Tr mr 
des. zz 
me E (Cjo 2 Co 2, 2980, y=0 (0, cos ya YE). 
2987. y=4eXpe4Z, 2988, y=e"". 2989. y=sen2z, 2900. y=1. 299. y= 























=a0h E. 2992. y=0. 2993. y=Csenaz. 2994. a) ze (Ar24 Bx4-C); 
hb) Acos 224 B sen2x; c) Acos 254 B son 2x4 Cz2e2%; d) 0% (4 cos 24 B sen 2); 
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e) orar +Br4C) pre (DI+E) 1)  xer[(A2t4Bz+C) cos 2 + 
+(Dz2+ Ez + F) sen 22]. 2995. y=(C,+ Cox) ÓN 2996. y= 


z A 

5 3 V3 
me? (c, cos YE 4 ca son IA) 433%, 2997. y=(C ler 
+0, 2908. y =Cje* + Cye?S 4-2. 2999. Cy Cjoa 4 ae, 3000. y= 


cl cos 2-+Czsen=+3x sen z. 3001. y=C¡e% + Cy ar — E (3 son 2003 22), 
1 


3002 y= e da di yes. 3003. y=(C/+Cya)er+ 





+ cos E A e. 3004. y =C¡+Cge” =+-L a+ pg (2009 22—sen 22). 


3005. — y=e* (Ci cos2x+Casen2a) + Fes senda, 3005. y=cos Zap 
+3 (sen z-psen 22). 3007. 1) 2=C, cos wt-+ C¿son tt sen pl; 2) 2=s 


=C, cos (14 Ca son at cos ot. 3008. y=Cye 034 Cgedt zed, 3009. y= 


2 a 
=O + Cr — + 3010. y=e*(C,+Cgu 42%). 304. y=C+ 


o idos 3012. y= Crear de (3 cos 22 -|- sen 22). 
3003. y=C pOr +iamm 304. yO Cde. 


e moore 3016. y =(C,cos3z-+ Casen 32) e% 4 


+5 (son ets cos 20. 30N7. y=(C1+Cgepa?) ey EE. 3048, y=Ci+ 


Hgo — AA A 3019. MEAR 


hr . 3020. y=C¡e* + Cge*—zsenz—cos z. 3021. y = = Cel ya— 
+ > (son 2242008 22). 3022. y=Cy cos 27+4-Co sen 2h (3 sen 27-42 cos 21)4- 
í. 





+Í> 3023. y=er(Ci0osz+Cgsens—2rcos2). 30% ide ai 
Há 30% y=Ci00s de Co sen e qe pps r+ 
ON +50 30)+ y (0? a) e, 
3027. y=C,+Cyen— a 3028. y= (0 14030) ¿2x, 


3029. y= aaa (2724) cl - (212437) e%. 3030. y=Cicos + 


+ Casonz+-< cos + sen eos + sen 3z. Indicación. 
Transformar el EA de ooas en suma de cosenos. 3031. y= 
=p VE eya A presen etico o. 3082 y—Cycosi4 Casona 
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+c03 z In 





tg (F+2) | 3033. y=C,cos=+Casons+sone-In|ig El. 
(+02 parla]. 3085, y=(C+C m0 ariel. 
cos z + Casomz+zson=jcos 2 Im[cosz|. 3087, y=C,cosaj 
-+Cg son 2—2 cos <4+sen a In | sen z |. 3038. 2) y=CjeT+ Coca per 072) arotg ex; 
D) y=Cje* VE 4 Cy VE Ge. 3040. La ecuación del movimiento es 
2 (0% : e 2 úl 
(5) 24043 (=4); T=22 Y E seg. MM 2= 


_ 2g sen 30--60 Y g sen Y gr 
== 800 





em. Indicación. Si x= se cuenta a partir 


4 
de Ja posición do reposo de la carga, —2"=4—k(2+x—y—1), donde 


zo es la distancia desde el punto de reposo de la carga hasta el punto 
inicial do engauche del resorte, 1 es la longitud del resorte on estado 
do reposo; por lo cual k(zp—1)=4, por consiguiente, te 


dan 
12, 
= —k (x—y), dondo k=5, g=981 cma?/sog. 3042, mE (0) k (040); 


2k a% 6 03 
ame cos (+ y 2). 3043, 07709 t=/ q In (64+V35). 3044. a) r= 
A) 
rencial dol movimiento es FE ex, 
3045. y=C¡+Cyé% 4 Cgoli, 3046. y =C,+CgerE 4 Egon, 


20 (20! 0200), Indicación. La ecuación dife- 











E y 
3047. y=C jes 402 (¿cos pu z-+C, sen YE =). ; 
3048. y=C¡+Cor4 Co TG Cos VE, 3049. y=e* (C,+ Cor + Card). 
3050. y =e* (Cy cos z-+ Cy son z)-+e"* (C¿ cos z+C,¿son 2). 
3051. y=(C14-Caz) cos 23 +(C¿-+C 2) sen 2. 
z 
z 5 r 
3052, y=C1+Cget de? (03008 YE 2404500 ya 2). 
3053. y =(C,+Ca2) 94 (03442) 0%. 
3054. y =C/e%X 4 Cyezax | Cocos az-+C, sen az, 
3055. y=(CyHCg)e PE (CG Ca) TS 3056. y =C,+C,0+ 
+Cg00saz+Cysenaz. 3057. y=C,+Caa+(C34+Cj2) 0%. 3058. y=(C,+ 
+ Caz) cos a+ (Co +Cp2) nom. 3059. y=eS (CPC... + Cant), 


ql 
3000. y=C +4 (Co 4C +) es 











3061. y=C¡+Czr-p1222 4304 244054 (09+C43) e. 


$ ES 
3062, y=Cjt4e 2 (C,cos VA ey Cgsen ya 


3063. y=C,+Ca2 4 Cy Cyee +5 (4 cos 4z—sen 47). 








=) —2M5, 
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300%. y=Cor4C + edad (5-4) , 
3065. y=Cje""+CcoSz + Cy sona per (++) e 
3066, y=C,+C200s z-+ Cy sen x +seo z +-cos z In | cos z | —tg =-sen T+ISen 


q 7 
3067. y=e*4073(00s q + 7 son YE 2) 22, 








3068. y=(C,+CsIn3)2. 3069. y=c E, 


3070. y =C, cos (2 1n 2) +-Casen (2 1n x). 
3071. y =C¡24-Co224C325. 3072. y =C,+C2(37+2)—/a- 
y= 


3073. y=Ci024Ó.. 3074. y=C, cos (ln 2) +-Cason (ln 2). 





3075. y=0 04 Ctd e. 3076. y=(2+1)*10,+C2 In (241) + (2419. 
3077. y==(lnz+ nz). 3078. y=C,cosx+4-C2sen z, 2=C¿c0s 2 —C, son Z. 
3079. y=e"*(C, cos z-+C2¿sen 2), + e [(C¿—2C,) cos 7—(C¿+2Cy) sen xl. 
3080. y=(C,—Ca—C¡2) 03%, 2=(Cj24 Ca) e, 
% 2 
y 3 3 

3081. 2=Cjel-+e 5 (caco YE r4 Cam YE 2). 

4 = pa y 7 
y=Citte 2 ( eva —“ cos 14) ¡ SVIFO sen E :) 

1 7 F 7 is 
i=Cyte 2 (=eyia =C2 cos YE qa V3—cs son :) E 
3082. a —=Cye"t+ get, y=Csr 4 Cgett, 1= (0405) et Cae, 
3080, y=0, 4 Cert —L (284), ¿CC AG. 


3084. y==C,+ Cr +2sen e, 2= —2C,—C¿ (2041) —3 son z—2c0S 2. 
3085. y =(C¿—2C,—2Co2) e 61414, ¿=(C,+C2t) +52; 
= C¿=9, C2=4, 
y=14 (1—e7*) 22 (344%), 2= —09 (10%) 40 (544072). 
3086. x=1002! —8e0! —el P61—4; y —2002 4861 4-30! 4-12 4-10. 
2 — € (+40 y _ = 
3087. y= Cea: a 3088*. 1) — ¿y 0 $ 


p) Mn YA FR=arctg L4Cy, 








Ca 








=C,.c) Indicación. Integrando 








VA y 
A % de de 
la ecuación homogénea —_——== , hallamos la primera integral 
E y z+u sá E 


In Y Py = arctg L+C. Luego, utilizando las propiedados de las pro- 


A A da xdz e zdx+y dy 
orciones derivadas, t: E z 
P ivadas, tonemos ¿=== (¿hy po De donde 
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la += ln (2?-+ y) + In €, y, por consiguiento >=C5 0) e+y+ 
25 ya 


+:=0, 24y242=6. Indicación. Utilizando las propiedades de las 
proporciones derivadas, tenemos: E an E EY ; 
de donde dx+dy+d:=0 y, por consiguiente, Ea: Análogamente 
ad ydy _  adz_ _ zdw-+ydy+zdez. - 
A Ca E a Ú PERE VIT PRO 
y 224 y9422=C2. Es decir, que las curvas integrales son las circunferen= 


cias 2+y+z y 224 y2422=C,, De las condiciones iniciales 2=1, y=1, 
72 —2, tondromos que C¿=0, C¿=6, 





























S 2,0 22 E 
3080, y=Cy004 E (80822 ln 2), 
¿12004 GE (3 18 24 ln 20). 


3090, y =Cje* VE Cje=* VE Cy cos 24C¿senz+er—2x, 








13 =V3 Cs € 1 
2 —C ¿Zea VEL cos 2 — Gi senr— to 
Ñ h 
vom cos a E m m* 
E A 
. de, 
E . Resolución. mE = —Koa; mo — hoy — mg cuando las 


condiciones iniciales som: xy==y9=0, Ugg = VO LOS y 1) =00 SON cuando 


t=0. Integrando, obtenemos: 
he h 


t ht 
Dy=vycosUe " , koy-pmg=(kuy sena mgje "o. 











h vo Vm 2 y y 
3092. 2= tt y=2 md E 
092. 7=«a cos Va y % sen re mm 1. Indica 
2, 

ción. Las ecuaciones diferenciales del movimiento son: m pd =—Iig; 

dy 

—+=—k2 

dE k2y 


o 1 dol 
3093, y=—2-—21—22, 3094, y=(1+7) do Hz > 
| 1 2 21 
E a, vd e A <r- y. 
3095, y= EIA 


2 
¿n 


3096. La 4 A —É. 


3 7-9 
3097. = 
7. y="+ + 





a 


E A: e 
+33+ +..5 la serie es convergente cuando —121. 








+...3 la serio cs couvergonte cusndo 





P zi 
3098. y==— PEDEA 


(1 J S 
—o<r<+o. Indicación. Empléese el procedimiento de los coefi- 
cientos indeterminados. 
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3099. una 1 29-+...; la serie es convergente cuando 
—0<=<+oo. 3100, y= 22. Indicación. Empléese el método 


Ñ y á 4 2 2 70 ] 
do los coeficientes indeterminados. 3101. AA A 3 
la serie es convergente cuando |=|<-+00. Indicación. Empléese el 
mótodo de los coeficientes indeterminados. 





1 2 9 55 
ES - 14 6 8. 
3102. aa (1 21 Brie tg! so.) 
3103. u=Acos 13 sen - Indicación. Utilizar las condiciones: 


u(0, £)=0, u(l, £)=0, u(z, 0)=Asen IZ, a o, 
a 4 CE CU men 
3104. e Indicación. 


Utilizar las condiciones: u (0, 1)=0, w(l, 1)=0, w(=, 0)=0, 20 a, 





a 
3105. u=% Y L con LE cos PE son E Tadicación. Utilizar 
E T 7 
== 
las condiciones: 
2ha 





0<r<l 
du (z, 0) y AMIA 


=0, 1 (0, )=0, (1, 1)=0, u(z, 0)= 
se am (1-5) para y <<. 


o 
3106. u= Y Ap, 00s Cu o td , donde los coeficientes An = 


n0 


1 
_2fz, lnpijaz, BA 1ó be 
=3 Ñ a a er Indicación. Utilizar las 
2. CACA _z  du(e,0) _ 
condiciones: (0, t)=0, > =0, u (2,0)=3$, A 
AS a2min2l 


az ¿100% 
100 y 


=1 
zar las condiciones: 1(0, 1)=0, u(100, £)--0, u(z, 0) =0,0lz (100—2). 





400 


3107. er YH —cos na) sen Indicación. Utili- 





Capitulo X 
3108. a) <1"% <0,0023%; b) <1 mm; <0,26%; 0) <1 5 0,0016%. 
3109, a) <<0,05; <0,021%; b) < 0,0005; <1,45%; 0) <0,005; <0,16%. 
3110. a) 2 cifras; 48-103 ó 49-103, ya des el número está comprendido entre 
41877 y 48845; b) 2 cifras; 15; c) 1 cifra; 6-102, Prácticamente, el rosultado 
dobo oscribirse en la forma (5,9 +0,1)-10%, 3111. a) 29,5; b) 1,0-10%, c) 43,2. 
3112. a) 84,2; b) 18,5 6 18,47 40,01; c) el resultado del cálenlo no tieno 
cifras exactas, ya que la diferencia es igual a una centésima y el valor 
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posible del error absoluto también es una centésima. 3113*. 1,8 +0,3 cm2- 
Indicación. Utilizar la fórmula del incremento del área del cuadrado. 
3114. a) 30,0 +0, b 437043 c) 0,3+04. 3115. 199+0,1 me 
3116. a) 1,1205 + 2; b) 0,120 + 0,006; c) el cocionte puede oscilar entre 
48 y 62, Por consiguiente, en la notación del cociente no puede considerarse 
exacta ninguna cifra decimal. 3117, 0,480, La última cifra puede oscilar 
en una unidad. 3118, a) 0,1729; b) 277-409; e) 2. 3119. (2,05 + 0,01)-105 em2, 
3120. a) 1,648; b) 4,025 + 0,001; c) 9,006 +0,003. 3121. 4,01-10% cm2, El 
error absoluto cs 6,5 cm?. El error relativo 0,16%. 3122. El catoto os igual 
a 13584+0,2 cm: sona=044+0,01; a—=26%15' +35. 3123, 27 +01. 
3124. 0,27 amperios. 3125. La longitud del péndulo debe medirse con exac- 
titud de hasta 0,3 cm; los números 1 y gq doben tomarso con tres cifras 
(según el principo de las influencias iguales). 3126. Los radios y la gene- 
ratriz deben medirso con error relativo de 1/300, El número x debe tomarse 
con tres cifras (según el principio de las influencias iguales). 3127. La 
magnitud 1 debe medirse con precisión del 0,2% y s, con precisión del 
e (sogún el principio de las influencias iguales). 
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Indicación. Calcular los primeros cinco valores de y y, una vez 
obtenido Aóyy=24, repetir esto número 24 por toda la columna de las 
cuartas diferencias. Dsspaós de osto, la parte restante de la e so lona 
mediante operaciones suma (avanzando do derecha a a: 
3131. a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; b) 0,229; 0,399; 0,491; 0,664. 3132. 

0,4993; 0,2165; 0,2334; 0,2503. 3133. 142422420, 3134. pelele e4 
09 007248; y 22 cuando 2=5,5; y=20 cuando 25,2. Indica 





ción. Al calcular = para y=20 tomar yo=31. 3135. El polinomio de inter- 
polación es y=x=2—107 +4; y=1 cuando 0. 3136, 158 kgí (aproximada- 


mente). 3137. a) y(05)=—1; y(2)=11; b) Y 05) y (Q)=-—3, 
suso —1,86; —0,25; 2,11. 3141. 2,09. 3142. 24S: 
















3 3154 
pe E AE 2=1,67 158. 4,493, E dad 907. Moo. eS Ñ 
fórmula de los trapecios, 11,625; PE, la fórmula de Simpson, 
3161, -—0,995: —4; 0,005; 0,5%; 005. O O 
3163. 0,69. 3164. 0,79. 3165, 0,84. 3166, 167. 4, 
3170. 0,09. 317. 0,67. 31 75. EN 0,79. Sia qe. META En 
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cación. Utilizar las ecuaciones paramétricas de la elipse =c0s!, 
y= 0,6222 sont y transformar la fórmula de la longitud del arco a la forma 


>. . 
VI=8 cos*i.dt, donde e es la excentricidad de la elipse. 3176. y, ()=37., 


Scuola 


2711 


ya(a)= q+ ed A 3177. nl)=H—>+4, 
dal st 23. 3% 
im Lo 0 AAA na), 


+32—2, Ja pg 3178, y, (2)=x, ya(2)= 





ad En 3179. y(1)=3,36. 3180. y (2)=0,80. 
6) Ji. . 3,15, 3184, 0,14, 


(0,5) 205 
3187. Aa EIN az, 3189, z A 

1037 sen x-— 6321 cos 22 + 1263 sen 
+96 cos z + 2,14 son - — 1,68 008 2z -+ 
3192. 0,9604-0, 851 cos e-+-0,915 sen 2+-0,542 cos 22H 0,620 son 2x--0,271 co: + 
+0,100 sen 3x. 3193. a) 0.508 en =4- 0,076 sen 20,022 on dx; b) 0,338-+ 
-+0,414 cos 240,111 cos 22-+-0,056 cos 3z. 













APENDICES 


l. Alfabeto griego 

















Ac. —Alfa Hy—Eta Ny—Nu Tr — Tau 
Bf—Bota 86—Teta SE —Xi Yv —Ypsilon 
Ty— Gamma T—Tota 00 —Omicron dp —Fi 
Ad— Delta Kx—Kappa Tix—Pi Xx —Ji 
Ee—Epsilon Añ—Lambda  Pp—Ro Y p—Psi 
Z¿—Dzeta Mp— Mu 20 —Sigma Qu —Omega 

ll, Constantes de uso frecuente 

Magnitud x lgx Magnitud * lex 
x 3,14159 0,49715 1 55% 
21 6,28318 0,79818 = 0,36788 4,56571 
E 1,57080 0,19612 e 7,38906 | 0,80859 
E ve 1,64872 | 0,21715 
2 E 
z 0,78540 | 1,89509 Yo 1,39564 | 0,14476 
1 ost | 15005 | M=l8e | 0400 | 103778 
- ' A h ! de 
da 9,80960 ogesso |37=M10 | 2,30258 0,3622 

Yx 1,77245 0,24857 4 radián 5717/45" Sí 
Va 1,56459 | 016572 ao de A 
e. | 237828 0,43429 g 9,81 0,99167 




















li, Valores inversos, potencias, raíces y logaritmos 








Ms 





my db 





dubho 


RO bear 


MUNI Saa 


nu nivio 


veu 


Dun nv o 


pogo poroso coco poo RN 


EE ENS o 
moto oy F 








.000 | 1,000 | 1,000 4,642 | 0000 | 0,0000 
909 | 4,210] 4,331 4,794 | 0414 | 0,0953 
833 | 1,440 | 1,728 4,932 | 0792 | 0,1823 
,769 | 1,690] 2,197 5,066 | 1439 | 0,2624 

14 | 1,960 | 2,744 5,192 | 1461 | 0,3365 
,667 | 2,250 | 3,375 5,343 | 1761 | 0,4055 
1625 | 21560] 4,096 5,429 | 2041 | 0,4700 


5,540 | 2304 | 0,5306 
5,646 | 2553 | 0,5878 
668 | 5,749 | 2788 | 0,6419 


SOSes sopee 
W 
E 


6,542 | 4472 | 1,0296 
6,619 | 4624 | 1,0647 
6,694 | 4771 | 4,0986 
6,768 | 4914 | 1,1314 |. 
65540 | 5054 | 1.1832 
6.910 | 5185 | 4,1939 
0,980 | 5315 | 1,2238 
7,047 | 5441 | 1,2528 
7,114 | 5563 | 1,2809 
7,179 | 5682 | 4,3083 
7,243 | 5798 | 1,3350 
7,306 | 5914 | 4:3610 
7,368 | 6021 | 1,3863 
7.429 | 6128 | 1,4110 
7,489 | 6232 | 1,4351 
7,548 | 6335 | 1,4586 
7,606 | 6435 [1,4816 |' 
7,663 | 6532 | 4,5041 
7,719 | 6628 | 1:5261 
7,775 | 6724 | 1,5476 
7,830 | 6812 | 1,5686 
7,884 | 6902 | 1,5892 
7,937 | 6990 | 4,6094 
7,990 | 7076 | 1,6292 
8,041 | 7160 | 1,6487 
8,093 | 7243 | 1,6677 | 
8,143 | 7324 | 1,6864 








278 | 12,96 

0,270 | 13,69 20:05 
0,263 [44,44 | 54,87 
0,256 [15,21 59,32 
0,250 [16,00 | 64.00 
0,244 | 16,81 | 68,92 
0,238 | 17,64 74.09 
0,233 | 18,49 79,51 
0,227 | 19,36 85,18 
0,222 | 20,25 m,12 
0,217 | 21,16 97,34 
0,243 | 22,09 | 103,8 


vu atbivmo te 
o 


0,204 | 24,01 | 117,6 
0,200 | 25,00 | 125,0 
0.196 | 26,01 | 432,7 
0,192) 27,04 | 440,6 
0,189 | 28,09 | 148,9 
0,185 | 29,16 | 157,5 
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Continuación 











vz vi] yz [y 





V100z 


lgz 
(man- 
tisas) 





416 |1,765 | 3,803 
483 | 1,776 | 3,826 
3,849 
616|1,797|3,871 
681 | 1,807 | 3,893 
3,915 





SODADRAROPO ARNM 





SdiwWRDNASVRAO borran pivote ter o py a yO 








3 10D DN Doo 0 me UU 


== 




















8,193 
8,243 





9294 
9345 
9395 
9445 
9494 





2,1282] 
2,1404 
2,4518] 
2,4633 
2,1748] 
2,1801 
2.1972, 
2,2083 
2,2192 
2,2300] 
2,2407 
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1. Funelones trigonométricas 





LRD O 








s 
(radianes) 





son = 





tgz 


0, 


ctg z 


colESNa 
582288 


44 











1,5708 
1,5533 


z 
(radianes) 
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Y, Funciones exponenclales,-hiperbólicas: y trigonométricas 





























z er er shz | chz | thx | sonz | eosz 
0,0 | 1,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 1,0000 
0,1 1,1052 | 0,9048 | 0,1002 4 1,0050 | 0,0997 0,0998 | 0,9950 
0,2 | 1,2214 | 0,8487 | 0,2013 | 4,0201 | 0,1974 | 0,1987 | 0,9801 
0,3 | 4,3409 | 0,7408 | 0,3045 | 1,0453 | 0,2913 | 0,2055 | 0,9553 
0,4 | 1,4918 | 0,6703 | o,4tos | 1,0811 | 0,3799 | 0,3894 | 0,9211 
0,5 | 4,8487 | 0,6065 | 0,5211 | 1,1276 | 0,4021 | 0,4794 | 0,8776 
o,6 | 1,8221 | 0,5488 | 0,6367 | 4,1855 | 0,5370 | 0,5646 | 0,8253 
0,7 | 2,0138 | 0,4966 | 0,7586 | 4,2552 | 0,6044 | 0,6442 | 0,7648 
0,8 | 2,2255 | 0,4493 | 0,8881 | 1,3374 |'0,6640 | 0,7474 | 0,6967 
o,9 | 2,4596 | 0,4066 | 1,0265 | 4,4331 | 0,7163 | 0,7833 | 0,6216 
14,0 | 2,7183 | 0,3679 | 4,1752 | 1,5431 | 0,7016 | 0,8415 | 0,5403 
4,1 | 3,0042 | 0,3320 | 1,3856 | 4,6685 | 0,8005 | 0,8912 | 0,4536 
1,2 | 3,8201 | 0,3012 | 1,5095 | 4,8107 | 0,8337 | 0,9320 | 0,3624 
1,3 | 3,6693 | 0,2725 | 1,6984 | 4,9709 | 0,8617 | 0,9636 | 0,2675 
1,4 | 4,0552 | 0,2466 | 4,9043 | 2,1509 | 0,8854 | 0,9854 | 0,1700 
4,5 | 4,4817 | 0,2231 | 2,1293 | 2,3524 | 0,9051 | 0,9975 | 0,0707 
4,6 | 4,9580 | 0,2019 | 2,3756 | 2,5773 | 0,9247 | 0,9996 | —0,0292 
1,7 | 5,4739 | 0,1827 | 2,6456 | 2,8283 | 0,9334 | 0,9017 | 0,1288 
1,8 | 6,0496 | 0,1653 | 2,9422 | 3,1075 | 0,968 | 0,9738 | —0,2272 
1,9 | 6,6859 | 0,1496 | 3,2682 | 3,4177 | 0,9562 | 0,9403 | —1,3253 
2,0 | 7,3801 | 0,1353 |' 3,6269 | 3,7622 | 0,9040 | 0,9093 | —0,4161 
2,4 | 8,1662 | 0,1225 | 4,0219 | 4,1443 | 0,9704 | 0,8632 | —0,5048 
2,2 | 9,0250 | 0,1108 | 4,4571 | 4,5679 | 0,9757 | 0,8085 | —0,5885 
2,3 | 9,9742 | 0,1003 | 4,9870 | 5,0372 | 0,9801 | 0,7457 |-0,6663 
2,4 | 11,0232 | 0,0907 | 5,4662 | 5,5569 | 0,9837 0,6755 | —0,7374 
2,5 | 12,1825 | 0,0821 | 6,0502 | 6,4323 | 0,9866 | 0,5985 | 0,8011 
2,6 | 13,4637 | 0,0743 | 6,6947 | 6,7690 | 0,9890 | 0,5155 | —0,8569 
2,7 | 14,8797 | 0,0672 | 7,4063 | 7,4735 | 0,9910 | 0,4274 |--0,9041 
2,8 | 16,4446 | 0,0608 | 8,1919 | 8,2527 | 0,9926 | 0,3350 | —0,9422 
2,9 | 48,1741 | 0,0550 | 9,0596 | 9,1146 | 0,9940 | 0,2392 | —0,9710 
3,0 | 20,0855 | 0,0498 | 40,0179 | 10,0677 | 0,9950 | 0,1411 |-—0,9900 
3,1 | 22,1979 | 0,0450 | 44,0764 | 14,1215 | 0,9959 | 0,0416 | —0,9991 
3,2 | 24,5325 | 0,0408 | 12,2459 | 12,2306 | 0,9967 |-—0,0584 | —0,9983 
3,3 | 27,1126 | 0,0369 | 13,5379 | 43,5748 | 0,9973 |..-0,1577 | —0,9875 
3,4 ) 29,9641 | 0,0334 | 14,9054 | 14,9987 | 0,9978 | —0,2555 | —0,9668 
3,5 | 33,1454 | 0,0302 | 46,5426 | 16,5728 | 0,9982 |-—0,3508 | --0,9365 
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YI. Curvas (para consulta) 














Y 
Xx 
0 
1. Parábola 2. Parábola cúbica 3. Hipérbola equilátera 
y=xt y=r 1 
. Ya 
pa 
El 
PR 7 x 
4. Gráfica de la 5. Curva de Agnosi 
función fraccionaria d 
1 y= pp 
=++ Hz 
E y 
0, eS 
0 Xx 
6. Parábola (rama suporior) 7. Parábola cúbica 


y=Vi y—Ya 


515 


Y 
8b. Paráhola somicúbica 
-1 
7 z  P=Bo0 ( e 


Ba. Asa de Neil 


o 3, fa 1, 
ly=+2. 








9. Sinusoido y cosinusoido 
y=5enz o y=008%. 


yate Y | y=ctgz 


AO 


ELRLAREAAS 
AA Aa 
AAA 














10. Tangentoido y contangentoide 
y=t3x e y=ctgz. 6 
33+ 


























11. Gráfica de las funciones 
Y =300 2 € Y =C0SeC z. 














y Y=bresenz 


12. Cráfica do las funciones trigonométricas inversas 
y=Árcson z e y=Árccos 7. 
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13. Gráfica de las funciones trigonométricas inversas 
y=Arctgx e y=Arcetg z. 








44, Gráfica de las funciones exponenciales 
ya yea 
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15. Curva logarítmica 
y=In 2. 











16. Curva de Gauss 
y=o”, 








17. Gráfica de las funciones hiperbólicas 18. Gráfica de las funciones 


PS 


yo e 





Epa 
y=ch 132 fcatenaria). 


hiporbólicas 
Aer 
FA? 
Aer 
HA 


y=thz= 


y=dhr= 





El 





19. Elipse 20. Hipérbola 
2, y £=4 COS t, a ya z=acht, 
lens: TA 101 y=bsht. 


(para la rama derecha). 











24. Parábola 22. Folium de Descartes 23. Cisoido do Diocles 
y?=2pz. 234 y —3azy =0 1 2 
3at v==z 
[res a af 
« tá 
2 [ve 
Wi=F" _ a 
y LY" 
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25. Lemniscata de Bernoulli 
(224 y2)2= 0% (22 y2) o 
r2=a% 003 2. 





24. Estrofoide 
az 


az 





=2% 





26. Cicloide 27. Hipocicloide (astroide) 
¡uses a 2 2 


2 
r=acosdt, 3 3 3 
y=a (1—cos t). ( oy yima?, 


y=asenit 





da X 
28. Cardioido 29. Evolvonto (desarrollo) de la circunferencia 
r=a (1 +c08 4). 1 ( z=a (cos t+tson t), 
y=a (sen t—t cos t). 
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30. Espiral de Arquímedes 31. Espiral hiperbólica 
r=ap (r >0). (0). 





32, Espiral logarítmica 33. Rosa de tres pétalos 
=P r=a son 3 (r > 0). 


34. Rosa de cuatro pétalos 


r=a [sen |. 
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